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I1 fine della nassa ¢ il pesce:

preso il pesce metti da parte la nassa.

11 fine del calappio ¢ la lepre:

presa la lepre metti da parte il calappio.

11 fine delle parole ¢ I'idea:

afferrata 'idea metti da parte le parole.
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COME USARE QUESTO
FASCICOLO

Per prima cosa devi seguire con la massima
attenzione le mie lezioni, perché il fascicolo
serve per ripeterle a casa.

Ho volutamente usato meno parole possibile. Mi
aspetto che tu legga lentamente e ti sofferma su
ogni frase fino a quando diventi chiara. Alla fine
della pagina prova a ripetere: a voce le
definizioni e le spiegazioni; per iscritto figure,
formule e calcoli.

Ogni capitolo richiede la perfetta conoscenza
dei capitoli che lo precedono. Una persona
normale non riesce a ricordare tutto con una
sola lettura. Devi quindi ristudiare i vecchi
argomenti a distanze di settimane e di mesi,
forse anche di anni.

Ho inserito alcuni problemi e alcuni argomenti
che potrebbero essere troppo difficili per te,
specie ad una prima lettura. Se hai seguito le
lezioni riuscirai a riconoscerli. Prova a
risolverli, se ti senti abbastanza sereno e
motivato; altrimenti saltali pure.

Questo fascicolo non é un libro di testo né un
suo sostituto. In linea di massima, devi usare il
libro per imparare nuovi argomenti e per
esercitarti, queste pagine per ripassare.

La matematica che viene proposta alla tua eta la
si impara solo con la pratica, ma qui troverai
principalmente teoria. Le due cose si aiutano a
vicenda, perché nessuna delle due si puo
comprendere facendo a meno dell’altra. Io mi
auguro che tu rimanga sempre curioso come un
bambino, come quei bambini che vogliono
conoscere il perché di ogni cosa. Qui troverai
tante risposte ai tuoi perché, risposte che poche
volte si trovano nei libri. Se, leggendole, dirai:
“Ci potevo arrivare anche da solo”, significa che
io avro raggiunto il mio scopo.

Preparati a sudare e ad affrontare sconfitte e
fallimenti. Imparare la matematica & un’impresa
e tu ne sarai l’artefice. Se lasci gli sforzi a
qualcun altro, sara lui ad imparare, non tu. Non
ti arrendere ed i risultati arriveranno. La
matematica € un gioco in cui tutti i giocatori
vincono e nessuno perde. Aiuta i tuoi compagni
di studi e confrontati con loro. Ne trarrai un
beneficio costante.

COSTRUIAMO LATAVOLA
PITAGORICA

La tavola pitagorica contiene le “tabelline” per
la moltiplicazione. Il nostro primo gioco
consiste nel costruire 1’intera tavola facendo
meno calcoli possibile, principalmente
ricopiando i numeri da una casella all’altra.

Disegna un quadrato e dividilo in 10 colonne e
dieci righe. Nella prima riga inserisci i numeri
da 1 a 10.

1,234,567 ,8]9/10

Ricopia nel rigo di sotto solo i numeri pari, cosi:

1123|4567 ,8,9 10

246 8|10

L’ultimo numero (10) e importante perché
finisce con zero e segna un nuovo punto di
partenza. Adesso somma questo 10 ad ogni
numero della seconda riga e ricopia a destra i
risultati. In pratica: 2 + 10 = 12; 4 + 10 = 14;
ecc. Non e chiaro? Guarda la prossima figura.

G. Balacco — Matematica per la prima media — 2



Certamente avrai riconosciuto la tabellina del 2.
Essa si compone di due meta quasi uguali, che
differiscono solo per una decina in piu o in
meno. Con lo stesso meccanismo costruisci la
tabellina del 4. Copia un numero no ed un
numero si, dalla seconda alla quarta riga.

1123456789 10

2468|1012 1416|1820

L’ultimo numero e 20. Aggiungilo ai numeri
della quarta riga e scrivi i risultati a destra.

112345, 67|89 10

24,6 |8/ 101214 )16|18 20

4 8 |12]16 20|24 |28 32|36 40

Copia un numero no ed un numero si, dalla
quarta all’ ottava riga. L’ultimo numero e 40.
Aggiungilo ai numeri dell’ ottava riga e scrivi i
risultati a destra.

1,234,567 ,8]9 10
24,6 |8/ 10]12]14|16|18 20

4 8 |12]116,20|24 |28 32|36 |40

Avrai riconosciuto le tabelline del 4 e dell’8. La
tabellina del 10 e molto piu semplice: basta
attaccare uno zero ad ogni numero della
tabellina dell’1.

1,234,567 ,8]9/10
2,4 )6 |8/ 101214 |16|18 20

4 | 8 1211620 24|28 |32|36|40

10 | 20 30 |40 | 50 | 60 70 | 80 90 | 100

Ricopia queste cinque tabelline lungo le
colonne. Nota la particolarita: fino a quando non
compare lo zero, in una tabellina la cifra delle
unita non si ripete mai uguale per due volte. Poi
“si riparte da zero”, ossia si ripetono le stesse
cifre gia apparse, nello stesso identico ordine.
Quando la tabellina inizia con un numero pari
(come quelle del 2, 4, 8 e del 10) I’ultima cifra e
sempre pari. Siccome le cifre pari sono solo
cinque, lo zero puo al massimo apparire per
quinto, dopo che sono gia apparsi 2, 4, 6 e 8
(con un ordine diverso in ogni tabellina).
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112 345,678 9 10 1,234,567 ,8]9 /10
24,6 |8/ 101214 )16| 18 20 24,6 |8 /10]12]14|16|18 20
36 12 24 30 36 12 1 15 24 |27 | 30
4 8 |12]16,20|24 |28 32|36 |40 4 8 |12]116 20|24 |28 32|36 |40
5 10 20 40 50 5 10 20 | 25 40 1 45 | 50
6 | 12 24 48 60 6 | 12 24 1 30 48 | 54 | 60
7 | 14 28 56 70 7 |14 28 | 35 56 |63 70
8 |16 24|32 40|48 56|64 | 72 80 8 |16 124 |32 40|48 | 56|64 |72| 80
9 18 36 72 90 9 |18 36 | 45 72 1 81 90
10|20 30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 10|20 30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Finora abbiamo solo copiato numeri o aggiunto
decine, eppure la tavola e piu piena che vuota.

Ricopia lungo le righe le ultime due tabelline.

1,234,567 ,8]9/10

La tabellina del 9 la costruiamo nella penultima 2/4)6)8)10/12/14]16 /18 20
colonna. Le cifre dell’unita crescono come nella 316 12 | 15 24 | 27 | 30
te.lbellina dell’uno', ma Qal basso verso ’altro. Le 4181121612024 28132136 40
cifre delle decine ripetono anche loro la
tabellina dell’uno, ma dall’alto verso il basso. 511011520 25|30 35|40 45 50
112 3|45 ,6|78]9 10 6 | 12 24 | 30 48 | 54 | 60
2 4]6 8 |10[12|14 /16|18 20 7 |14 28 | 35 56 | 63 70
316 12 24 | 27 | 30 8 16243240 |48 |56 |64 |72 80
4|8 121620 24|28 |32|36 40 9 18|27 3645|5463 72|81 90
5|10 20 40 | 45 | 50 10120 | 30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
6 | 12 24 48 | 54| 60| Il 6 € un numero pari e percio anche la sua
7 14 28 =6 | 63 | 70 tabellina puo essere divisa in due meta in cui si
ripetono le stesse cifre delle unita. Siccome
8 | 1624 32|40 |48 | 56 | 64|72 80| disponiamo gia di oltre la meta degli elementi,
9 |18 36 751 81 | 90 bastg ricopiarli negli spazi' quti, aggiungendo o
togliendo 30 a seconda dei casi.
10 | 20 | 30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 |100|  Rjcopiamo la tabellina lungo la colonna.
11234 /5|6]7,8|9/10
Notiamo altre due particolarita della tabellina > | 2 101121141618 2
del 9: la somma delle due cifre & sempre 9 (ad 6,810 618 20
es. dal 27 abbiamo 2+7 = 9); se scambiamo fra 316 12 |15 18 24 | 27 | 30
di loro le due cifre otteniamo un’altro numero
4|18 121620 24|28 |32|36 40
della stessa tabellina: il 27 diventa 72; il 36
diventa 63, 1’81 diventa 18, ecc. 5 110115/20 25|30 35|40 45 50
6 12|18 24 30|36 |42 |48 | 54 | 60
La tabellina del 5 é semplice: bisogna alternare
un numero che finisce col 5 con uno che finisce 714 28|35 42 56 63| 70
con lo zero. Quando appare lo zero la cifra delle 8 |16 124 |32 40|48 56|64 |72 80
decine aumenta. 9 | 18 |27 36|45 |54 63 728190
10|20 30 |40 | 50| 60 70 | 80 | 90 | 100
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Le tabelline dell’ 1, del 3, del 7 e del 9 hanno
una caratteristica in comune: lo zero compare
solo alla fine e pertanto la cifra delle unita non
si ripete mai! Eppure sono molto differenti,
perché le cifre delle unita si presentano ogni
volta in un ordine diverso.

Nella nostra tabellina del 3 mancano ancora il
numero che finisce col 9 e quello che finisce
con I’ 1. Una caratteristica della tabellina del 3,
come nel caso del 9, & che la somma delle cifre
e sempre un altro numero della stessa tabellina
(3, 6 oppure 9). I numeri che ancora mancano
devono essere allora il 9 ed il 21. 11 9 perché
finisce con 9 e la somma delle cifre da 9. 1l 21
perché finisce con 1 e la somma delle cifre da 3.
Completiamo la tabellina del 3 sia lungo la riga
che lungo la colonna.

1123456789 10

4 168101214 |16| 18| 20

69 121518 2124|2730

8 1216|2024 |28 |32|36 |40

10 1 1520|2530 | 35|40 45 50

12118 124 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60

14121 |28 |35 42 56 | 63 70

16 | 24|32 140 | 48|56 | 64 | 72| 80

O O N | Ul B W|N

18 |27 136 | 45|54 | 63| 72| 81 | 90

100

Pura Logica

Zio Paperone ha scelto un codice per la sua nuova
cassaforte. Per essere sicuro di ricordare il codice,
annota queste informazioni nella sua agenda:

Il mio codice é un numero composto da tre cifre
differenti. Nessuno dei codici qui sotto é quello
corretto, ma le frasi scritte accanto ad essi sono vere:
542: una sola cifra é corretta ed é al posto giusto
248: nessuna cifra é corretta

617: nessuna cifra é corretta

897: una sola cifra é corretta, ma é al posto sbagliato.
361: una sola cifra é corretta, ma é al posto sbagliato
Qual é il codice scelto dallo zio Paperone?

modificato da: 24° Rally della Matematica Transalpino - 2016

Adesso nella tabellina del 7 ci sono tutte le cifre
delle unita, tranne il 9. La casella vuota si trova
fra il 42 ed il 56. Quale numero finisce con 9 ed
é compreso fra 42 e 56?

1,234,567 ,8]9 10
24,6 |8/ 10]12]14|16|18 20
3169 121518 |21|24|27 30
4 8 |12]116,20|24 |28 32|36 |40
5 10152025 |30|35]40 45|50
6 | 1218 24|30 |36 42|48 |54 60
7 114121128 35,4249 |56 |63 |70
8 |16 24|32 40|48 | 56|64 | 72 80
9 |18 2736|4554 63|72|81 90
10|20 30 |40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Cosa manca adesso? Che tu impari le tabelline a
memoria! Non in una maniera qualsiasi.
Prendiamo ad esempio la tabellina dell’8. Serve
a poco ripetere: 8, 16, 24... perché, ad esempio,
quando trovi la divisione
73:8=

sei costretto a ripetere tutta la tabellina. Se
invece hai imparato la tabellina cosi:

8x1=8
8x2=16
8x3=24

ti ricorderai subito che 8 x 9 = 72 e dirai:
73:8=9 colrestodi 1.
Allenati anche con questo gioco.

Calcolo Mentale

A volte le risposte arrivano alla mente da sole,
senza alcuno sforzo di ragionamento. Si dice
che sono suggerite dall’intuito.

L’ esercizio quotidiano nel calcolo mentale
sviluppa I’intuito matematico. Prova a calcolare
a mente (senza fare uso della memoria) le
tabelline di 11, 12, 13... fino a 25.

Oppure calcola i “quadrati perfetti”:
11x11;12x12;13,x13;14x 14; 15x 15 ...
Oppure le “potenze di 2”:
2X2X2Xx2x2X2x2x2X2x2x2Xx2X...
Ricerca su internet “trucchi di calcolo mentale”.
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SAI TORNARE A CASA?

Un giorno prendo la mia automobile e arrivo in
un paese sconosciuto. Siccome lo voglio
visitare, lascio 1’auto nel parcheggio ed
incomincio a passeggiare. Memorizzo con cura
tutte le strade da cui passo, in modo da poter
ritrovare la mia auto al termine della visita.
All’inizio imbocco una discesa, al termine della
quale trovo una chiesa. Di qui cammino in piano
sino a trovare un parco. Dal parco parte una
salita che conduce ad un castello da cui si gode
un panorama indimenticabile.

oo
— &

Questo e stato il mio percorso di andata. Nel
ritorno passero dagli stessi punti, ma in ordine
inverso. Il parco, che all’andata ho visto per
ultimo, al ritorno lo incontro per primo. La
chiesa, che all’andata ho incontrato per prima, al
ritorno la vedo per ultima. Quella che all’andata
era una discesa al ritorno diventa una salita.
Quella che all’andata era una salita, al ritorno
diventa una discesa.

kol

oo

\ — &
Uno dei motivi per cui la matematica sembra
difficile e che la gente non sa tornare indietro.
Eppure basta ricordare due semplici regole:
1) Bisogna passare dagli stessi risultati
intermedi, ma nell’ordine inverso.
2) Bisogna invertire ogni singola operazione,
come mostra la seguente tabella:

operazione inversa
addizione sottrazione
sottrazione addizione
moltiplicazione divisione
divisione moltiplicazione

Supponiamo, ad esempio, che il nostro punto di
partenza sia il numero 5, cui aggiungiamo 3,
quel che esce lo dividiamo per 4 ed infine
sottraiamo 1.

5 —=—p38 4 —p 2 P 1
Per eseguire il percorso inverso partiamo da 1
ed invertiamo 1’ultima operazione, ossia -1.
L’inverso della sottrazione e I’addizione:

2 ¢4—+—1
Poi invertiamo la divisione. Nota che d’ora in
poi useremo sempre il puntino - come simbolo
della moltiplicazione.

8 <4 4 2 4 1 1
Infine invertiamo I’addizione;
54— 84+ 24— 1

Se impari questo metodo dovrai ricordare molte
meno formule, meno della meta!
Sicuramente conosci la formula dell’area del
rettangolo: area = base - altezza. Usando i
simboli A, b ed h la formula é:
A=b-h
Possiamo arrivare all’area partendo dalla base:
b=t A
o dall’altezza:
h/'_b’> A
Con il meccanismo che abbiamo appena
imparato, possiamo tornare indietro se
conosciamo |’area:
b¢—L1—A
Usando i simboli matematici piu consueti:
b= A:h
Invertendo 1’altro percorso otteniamo:
hq¢—2L>—A
h=A:b
Basta ricordare la formula principale. Le due
formule inverse si possono ricavare al momento
del bisogno. Forse questo esempio € troppo
semplice e non fa risaltare 1’utilita del metodo.
Passiamo allora ad un problema un pochino piu
complesso. Di un trapezio conosciamo area,
altezza e base maggiore. Come facciamo a
calcolare la base minore, se I’unica formula che
ci ricordiamo é la seguente?
A=B+b)-h:2
Facciamo finta, per un attimo, di conoscere la
base minore b e di partire da essa per calcolare
I’area:
b +B } -h } 12
Invertiamo le operazioni:
b 4 -B 4 :h 4 ) A
Ora riscriviamo come formula:
b=A-2:h-B
Possiamo sostituire i simboli con i valori del
problema ed eseguire i calcoli.

> A
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Proviamo con un problema di aritmetica. La
sig.ra Elvira ci pone un indovinello che riguarda
la sua eta: “Se dall’anno in cui sono nata sottrai
1221, dividi per 3 ed aggiungi 50, otterrai 300”.
Risolviamo cosi:

anno -1221 > :3 } +50 > 300
anno €12 42 4 2 300
300 — 50 = 250.

250 - 3 =750.

750 + 1221 = 1971.
Nota bene che siamo andati a capo dopo ogni
operazione. Non é consentito, infatti scrivere:

??300-50=250-3 =750 + 1221 = 1971 ??
In quest’ultimo caso cio che sta a sinistra del
segno = non e sempre uguale a cio che sta a
destra, il che non va bene. Il simbolo = non
serve per concatenare le operazioni, serve solo
per dire che due espressioni sono uguali. Chi
legge deve essere libero di scambiare cio che sta
a sinistra con cio che sta a destra. Infatti si puo
scrivere 250 = 300 — 50, mentre non ha senso:

?? 1971=300-50 7?7

Se proprio non vuoi andare a capo, devi inserire
tutte le operazioni sin dall’inizio:
(300-50)-3+1221=250-3+ 1221 =
=750 + 1221 =1971.
Le parti scritte fra un segno = e I’altro, come
pure quelle all’inizio ed alla fine, si chiamano
espressioni. Un’ espressione e una sequenza di
numeri collegati da segni di operazione. Il segno
= non fa mai parte dell’espressione. Una
espressione € un numero Scritto in maniera piu
complicata. Infatti, svolgendo i calcoli, alla fine
rimane un semplice numero.
Nota anche che, quando si va a capo, si inizia il
nuovo rigo ripetendo 1’ultimo segno (di
operazione o di eguaglianza). Perché c’e la
parentesi? Per rispondere a questa domanda
occorre introdurre un nuovo argomento.

REGOLE DI PRECEDENZA NELLE
ESPRESSIONI

1) Se c'é una coppia di parentesi, risolvi
I'espressione all'interno. Quando rimane un
solo numero, togli le parentesi.

2) Esegui moltiplicazioni e divisioni prima di
addizioni e sottrazioni.

3) Esegui le operazioni da sinistra a destra.

La regola 1 e la pit importante ed ha la
prevalenza sulle altre, la 3 € la meno importante.
Nel seguente caso basta applicare la regola 3.
6+7-2+1=

=13-2+1=

=11+1=12.

Se esegui due operazioni alla volta sbagli:
6+7-2+1=13-3=10. NO! Errato!

6-7-3-4

Qui bisogna applicare la regola 2. Per aiutarci,
disegniamo leggermente a matita una coppia di
parentesi attorno ad ogni moltiplicazione:
6-7)—(3-4

Ogni coppia di parentesi racchiude una propria
piccola espressione. Fin tanto che le parentesi ci
sono, non corriamo il rischio di mescolare le
espressioni fra di loro, pertanto ci conviene
risolverle contemporaneamente.
6-7)—(3-4)=42-12=30.

Adesso possiamo cancellare le parentesi
aggiunte a matita:

6-7-3-4=42-12=30.

Nell’ultimo caso le parentesi erano facoltative.
Infatti con o senza parentesi il risultato non
cambiava. Nel prossimo caso il risultato dipende
dalla presenza o meno delle parentesi.

Con le parentesi (regola 1):
(5+3)-(10-3)=8-7=56.

Senza parentesi (regola 2):
5+3-10-3=5+30-3=35-3=32.

Esercizi
In ognuna delle seguenti espressioni il primo
numero (segreto) € stato sostituito con una
lettera. Scopri quanto valgono i numeri segreti.
Usa gli schemi con le frecce come a pagina 6.

(m+3):4+2=7.
n:8-3+4):3=3.
[((p-4):3+11]-5=100.
(q-11+13): 6+ 25=40.
(r-6+2):11+67=77.
[(s+45):6+25]:7=7.
[(t-2+35):7+26-2]:11=3.

G. Balacco — Matematica per la prima media — 7



LE TABELLINE DEL 9 E DEL 3

Siamo cosi abituati a leggere da sinistra verso
destra
10-1=9
che non ci viene in mente che possiamo anche
interpretare la stessa uguaglianza come
9=10-1
Tutte le volte che appare un segno = siamo
liberi di scambiare cio che sta alla sua sinistra
con quello che sta alla sua destra. E un trucco
utilissimo per risolvere i problemi. Sostituendo
il 9 con 10 — 1 possiamo semplificare molti
calcoli mentali. Anche quando la spesa costa €9
ci viene spontaneo uscire una banconota da 10.
Come si calcola a mente la seguente differenza?
777 -9 = ...
Siccome 9 = 10 — 1, puoi abbassare di 1 la cifra
delle decine ad aumentare di 1 la cifra delle
unita. Pertanto il risultato € 768.
Calcola a mente: 1234 -999 =7
303+99="
E per questo motivo che quando sommiamo le
cifre di un numero della tabellina del 9, la
somma fa sempre 9. Analizziamo la situazione.
Per passare dal 9 al 18, invece di aggiungere 9,
aggiungiamo una decina e togliamo una unita.
Siamo autorizzati a farlo proprio perché
9=10-1
Aggiungendo una decina incrementiamo di 1 la
cifra delle decine. Togliendo una unita
decrementiamo di uno la cifra delle unita. Se
aggiungiamo da una parte e togliamo dall’altra,
la somma delle due cifre non cambia mai. Il
numero di partenza lo potremmo scrivere come
09. La somma delle sue cifre e 9. Siccome la
somma non cambia aggiungendo 10 — 1, essa
rimane 9 fino al 90.
Qui accade qualcosa di nuovo. Non potendo né
aumentare il 9 (e gia la cifra piu grande), né
diminuire lo zero (é gia la cifra piu piccola),
questa volta dobbiamo per davvero aggiungere
un 9 ed arriviamo a 99. La somma delle due
cifre e 18. Attenzione, pero: 18 = 9+9 e 1+8=9.
Andando avanti, sempre aggiungendo 9,
arriveremo a 990 (= 9 - 110). II numero
successivo € 999, in cui la somma delle cifre e
27. Attenzione, pero: 27 = 9+9+9 e 2+7=9.
18 e 27 fanno parte della tabellina del 9.

Invece di aggiungere un 9 al 999, aggiungiamo
1 centinaio e togliamo 9 decine ed una unita.
Siamo autorizzati a farlo perché
100-90-1=9
Cosi facendo, la somma delle tre cifre
diminuisce di 9 e ritorna a 18.
Ricapitolando: se moltiplichiamo un qualsiasi
numero intero per 9, la somma delle cifre del
prodotto sara 9 oppure 18 oppure 27 oppure...
ecc. Si dice che sara “multiplo di 9”7, che
significa la somma di tanti 9.
Un algoritmo é una ricetta per calcolare che ci
dice esattamente cosa fare, passo dopo passo. Le
nostre indagini, condite con un pizzico di
intuito, ci conducono al seguente algoritmo per
calcolare il resto della divisione di un numero
per 9, senza mai fare la divisione!
» somma le cifre del dividendo;
» se la somma non € un numero ad una sola
cifra, somma le sue cifre;
» continua fino a quando non ottieni un
numero di una sola cifra;
» se il numero finale é piu piccolo di 9, quello
e il resto che si otterrebbe dividendo per 9 il
numero di partenza;
» se il numero finale e 9, il resto é zero.
Quando un numero diviso per 9 non da resto si
dice che e divisibile per 9, oppure che e un
multiplo di 9. Mettiamo alla prova il nostro
algoritmo. Qual e il resto di 57.800: 9 ?
Sommiamo fra loro le cifre del divisore:
5+7+8+0+0=20.
Siccome il 20 non & un numero ad una cifra,
ripetiamo il procedimento su di esso: 2 + 0 = 2.
Questo eé il resto della divisione.

Essendo 9 = 3 + 3 + 3, se un numero si puo
dividere per 9, si potra anche dividere per 3.
Immagina infatti un numero che si possa
dividere per 9. Potrai scriverlo come la somma
di tanti pezzi uguali: 9+9+9 + 9 + ... Ognuno
di questi 9 puo essere riscritto come la somma
di tre 3. Se il numero di partenza € la somma di
tanti 3 significa che puo essere diviso per 3.
Anche se un numero, diviso 9, da per resto 3 o
6, puo essere riscritto come una somma di tanti
3, quindi e divisibile per 3. Ad esempio, 852,
non si puo dividere per 9 ma e divisibile per 3.
8+5+2=15.
1+5=6.
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MISURE DI TEMPO

Usiamo il simbolo h per le ore, il simbolo ’ per i
minuti e il simbolo ” per i secondi. Ad esempio,
5 ore e mezza le scriveremo: 5" 30’ 00”.

Esercizio n. 1

9h 59' 36" + 1' 50" =
12h 175" - 430" =
3h45'36" + 51 20 12" =
107 52' 30" - 51 53' 45" =
7h17' 55" + 1M 20 28" =
8h12'15"-3134'33" =
Esercizio n. 2

31 22'30" - 6=

11M10: 4=

1M 18'15"-9=

13" 28': 5=

2h 13477 -8 =

5h. 8=

MISURE DI LUNGHEZZA

Es. n. 3 — Ricopia sul quaderno completando

2,3 Km = m

23 mm = cm
1mm= m

181 cm = m
0,741 m= cm
lcm= dm
0,43 hm = m
0,0051 Km = cm
1dam = cm
150,2 mm = m
0,4 mm = cm
1Km= dm
10,04 dam = m
0,88 hm = cm
Im= Km
11,08 cm = m
0,081 dam = cm
1hm= mm
0,02 Km = m
21,5m= cm
1mm= dm

88 mm = m
104,9 mm = cm
ldm= dam

PIANO CARTESIANO

Es. n. 4 — Disegna i seguenti punti in un piano
cartesiano:

P(4;6)
T(0:5)

Q(5:-3)
U(8;0)

R(-7;4) S(-5:-8)

Es.n. 5 — Disegna i seguenti punti in un piano
cartesiano e collegali in ordine alfabetico:
A(0;7) B(5;5) C(4;,0) D(6;-3) E(0;-8)
F(-9;-5) G(-4;,0) H(-8;4)

Es.n. 6 — Per ogni riga della seguente tabella
disegna un piano cartesiano.

In ogni piano disegna i punti A e Z. Collegali e
trova il punto medio M. Scrivi nella tabella le
coordinate di M.

A M Z
4;1 6;9
5; 3 -5; -1
-6; 8 4;4
0;9 -4; 7

NUMERI E CIFRE

I numeri sono delle idee astratte che usiamo per
contare. Esistono quando li pensiamo, li
diciamo o li scriviamo.

Le cifre sono invece degli oggetti concreti, dei
segni grafici che usiamo per scrivere i numeri.
Sono state inventate molto tempo dopo.

Il nostro sistema di numerazione si chiama
decimale perché usa dieci cifre e si dice
posizionale perché il valore di una cifra dipende
dalla posizione. Ad esempio, il simbolo 5 vale
cinque nella colonna delle unita, cinquanta nella
colonna delle decine, cinquecento nella colonna
delle centinaia...

Lo zero ed i numeri interi positivi formano
I’insieme N dei numeri naturali: 0, 1, 2, 3, 4 ...

I numeri naturali sono infiniti.
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CALCOLI COL RIGHELLO

Per comprendere un problema, abbiamo prima
bisogno di visualizzarlo. Se i numeri sono delle
pure idee, come li visualizziamo?

Li rappresentiamo con qualcosa di analogo.
Per esempio, con dei segmenti.

Es. n. 7— Rappresenta graficamente le seguenti
operazioni:

5+2=7.

12-9=3.
5 2

° ° )

7
3 9
@ - )

12

Usa una linea continua per il risultato e una
linea tratteggiata per il sottraendo. Scrivi il
numero piu grande sotto la linea, tutti gli altri
sopra. Ogni numero sia centrato rispetto al
segmento cui si riferisce. Una unita deve
corrispondere ad 1 cm.

Rappresenta anche le seguenti operazioni:

5+9=14 14-6=38
4+11=15 11-4=7
3+8=11 15-5=10
7+6=13 12-9=3
8+4=12 13-8=5

Es. n. 8 — Disegna e collega addizione e
sottrazione fra gli stessi numeri, come,
nell’esempio, 11 + 5ed 11 -5

. 1 5 .

L, .
1
Una unita deve corrispondere a 5 mm. La
linea verticale di destra corrisponde al
minuendo (nell'esempio: 11). La linea verticale
di sinistra corrisponde alla differenza
(nell'esempio: 6) La distanza fra le due linee
verticali e uguale al sottraendo (nell'esempio: 5).
Le linee wverticali dividono il segmento

superiore in tre parti; quella centrale e lunga
quanto quella di destra. Ora tocca a te. Disegna:
18+6 e 18-6.
9+7e9-7.
14+4 e 14-4.
13-5e 13+5.
11+9 e 11-9.

Quando non conosciamo il valore di due
numeri, usiamo delle lettere anziché lasciare gli
spazi vuoti. E come per i nomi delle classi di
una scuola: 1N A, 1A B... Le lettere non sono
delle abbreviazioni di qualcosa, le usiamo solo
per non confondere una classe con ’altra. Nei
prossimi due esercizi devi scoprire il valore di
due numeri segreti, di cui conosci la somma e la
differenza. Nelle seguenti tabelle, il numero piu
grande va nella colonna a, pertanto possiamo
chiamarlo numero a, il numero piu piccolo va
nella colonna b e possiamo chiamarlo numero b.
Dopo aver misurato a e b, esegui due operazioni
di prova:

atb=...

a-b=...

Devi ottenere i due numeri contenuti nelle
ultime due colonne.

Es. n. 9 — Disegna come nell’esercizio
precedente e completa la tabella. 1 unita = 5mm

a b at+b a-b
20 6
25 3
27 13
20 12
27 7
22 12
28 14
21 7
31 15
32 8
26 14
25 9
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Es. n. 10 — Disegna come negli esercizi
precedenti e completa la tabella. 1 unita = Imm

a b a+b a-b
120 30
138 32
147 73
154 36
132 18
126 34
PROBLEMI

Aiutati con delle rappresentazioni grdfiche,
come quelle della pagina precedente.

@ Carlo e Donato sono due gemelli. La
somma dei loro anni € 36. Quanti anni ha Carlo?

@ Anna € nata quattro anni prima di sua
sorella Beatrice. La somma dei loro anni e 40.
Quanti anni hanno Anna e Beatrice?
ATTENZIONE Quanto trovi un problema del
genere, esegui sempre i calcoli di controllo.
Molti risponderebbero 24 e 16. E vero che 24 +
16 = 40, purtroppo 24 — 16 non fa 4. Se tu
eseguirai sempre questi due semplici controlli,
non potrai mai dare una risposta sbagliata.

@ Mario e Nicola avevano €20 ciascuno. Poi
hanno scommesso €2 fra di loro e Nicola ha
vinto. Quanto possiede Nicola piu di Mario?

@ Cosa hanno i comune i problemi 2 e (3?

Sara facile rispondere se li hai rappresentati
graficamente.

Simboli e Parole da Conoscere

operazioni +--
relazioni =#Z><><
logica conseguenza =

operazione, termine, risultato,
addendo, somma, minuendo, sottraendo,
differenza, fattore, prodotto, dividendo,
divisore, quoziente

acA;bgA;BcA; AZB;DUENF; &

insieme, elemento, sottoinsieme,
intersezione, unione

Proprieta delle Operazioni
Ripassiamole tramite esempi

L’addizione e la moltiplicazione godono della
proprieta commutativa:
5+3=3+5.
5-3=3:5.
e di quella associativa:
5+3+2=5 +(3+2).
5:3:2=5-(3-2).

La sottrazione e la divisione godono della
proprieta invariantiva:
5-3=15-13=105-103 =100 — 98.
6:3=60:30=42:21=14:7.

Moltiplicazione e divisione godono della
proprieta distributiva rispetto ad addizione e
sottrazione:
2-(5+3)=2-5+2-3.
2-(5-3)=2-5-2-3.
(10+6):2=10:2+6:2.
(10-6):2=10:2-6:2.
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PARENTESI FACOLTATIVE

addizione
Quando una parentesi si trova alla fine di una
espressione, oppure é seguita da un + o da un —,
se davanti alla parentesi c’e un segno +, siamo
liberi di togliere o mettere quella parentesi. Il
risultato non cambia. Ad es. le due espressioni
12+ (8-5) = 12+8-5
danno lo stesso risultato. Attenzione: questo non
vale se la parentesi é seguitadaun - o da:
12+(8-5)-2 # 12+8-5-2
12+(8-5):2 # 12+8-5:2
Il simbolo # significa “é diverso da”.

sottrazione
Problema: A casa ho un gorilla ed una
scimmietta. Stamane avevo 10 banane. Sapendo
che il gorilla ne mangia 3 a colazione e la
scimmietta 1, quante ne rimangono? Posso
scrivere 1’espressione risolutiva in due maniere
diverse:
10-3+1) oppure 10-3-1
Problema: Ho pagato €3 per avere il tombolone
ed ho vinto un ambo da €1. Prima di giocare a
tombola avevo €10; quanto mi e rimasto? Posso
scrivere 1’espressione risolutiva in due maniere
diverse:
10-3-1) oppure 10-3+1

I due problemi ci fanno capire che, se una
parentesi e preceduta dal segno — (e non é
seguita né da - né da : ), si potrebbero rimuovere
i segni di parentesi, ma solo se invertiamo
alcune operazioni al suo interno: tutti i segni +
devono diventare — e viceversa. I segni di
moltiplicazione e divisione, invece, rimangono
inalterati.

Se non riesci a comprendere lo svolgimento dei
problemi di questa pagina, prova a risolverli a
modo tuo. Identifica ogni risultato intermedio:
corrisponde ad una precisa quantita. Dai un
nome ed un valore a ciascuna di tali quantita.
Poi svolgi le espressioni di questa pagina ed
osserva i loro valori intermedi. Ritroverai gli
stessi valori intermedi del tuo problema.

moltiplicazione
Se una parentesi non contiene né segni + né
segni — ed e preceduta dal segno di
moltiplicazione, siamo liberi di togliere e
mettere quella parentesi. Ad es. verifica che
100-(6:3-7) = 100-6:3-7

divisione

Problema: Ho 168 banane, un gorilla ed una
scimmietta. I miei animali consumano tre pasti
al giorno. Ad ogni pasto consumano 4 banane.
Per quante settimane possono mangiare prima
che finiscano le banane? Posso scrivere
’espressione risolutiva in due maniere diverse:

168:(4-3-7) oppure 168:4:3:7

Problema: Sapendo che i miei animali
mangiano 84 banane alla settimana, per quanti
giorni posso andare avanti con 168 banane?
Posso scrivere I’espressione risolutiva in due
maniere diverse:
168:(84:7) oppure 168:84 -7

Questi ultimi due problemi ci fanno capire che,
se una parentesi non contiene né segni + né
segni — ed e preceduta dal segno di divisione, si
potrebbero rimuovere i segni di parentesi, ma
solo se invertiamo tutte le operazioni al suo
interno: tutti i segni - devono diventare : e
viceversa.

Dimostreremo queste regole a pag. 27.

Quando incontri dei calcoli, non devi vedere
solo delle cifre e dei segni di operazione. Per
capire la logica che sta dietro ai numeri, aiutati
con la fantasia. Immagina monete, gorilla,
scimmiette, banane, arance, ecc. Verifica che i
numeri abbiano senso sia prima, sia durante,
sia dopo i calcoli.

Risolvi mentalmente
§+£.(3_l) 5+£.(3_ 1

6 5 8/|'l6 51° 8

Ricorda che un’ espressione non e altro che un
numero. Puoi dividere un numero per se stesso?
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POTENZE /\

Come ben sai, se lo
spigolo di un cubo é lungo
1 m, ogni sua faccia ha
I’estensione di 1 m? ed il
volume é 1 m®.

Quali sono le relazioni fra
queste quantita?
1m’=1m-1m
Im*=1m-1m-1m
Cosa succede se la lunghezza dello spigolo
aumenta? Costruiamo una tabella.

Spigolo (m) | Faccia (m?) | Volume (m?)
1 1 1
2 4 8
3 9 27
4 16 64
5 25 125

Si usa dire che 4 ¢ il quadrato di 2 perché se il
lato di un quadrato e lungo 2 m, la sua area
misura 4 m?. Il quadrato di 3 € 9, ecc. Si usa
anche dire che il cubo di 2 e 8, il cubo di 3 e 27,
ecc. E stata anche inventata una notazione in
simboli. Per il quadrato si usa un piccolo 2,
come nel metro quadro, e per il cubo un piccolo
3, come nel metro cubo:
52=5-5=25,
5=5-5-5=125.
Una volta inventata la notazione, si e deciso di
farla diventare il piu generale possibile. I
numeri interi non finiscono mica col 3!
5*=5-5-5-5=625.
5=5-5-5-5-5=23125.
Dal punto di vista geometrico non sembra molto
utile, perché i solidi a 5 dimensioni non
riusciamo neanche a concepirli, ma dal punto di
vista della scrittura € molto piu compatto 5° che
non 5-5- 555, D’ora innanzi, se troviamo
una moltiplicazione di fattori tutti uguali come:
13-13-13-13-13-13-13
potremo scriverla piu brevemente come 137. Il
piccolo 7 significa che dobbiamo moltiplicare 7
fattori tutti uguali a 13.
C’é qualcosa di piu fondamentale. Quella che
abbiamo scritto e la definizione di una nuova
operazione, chiamata elevamento a potenza. Il
primo temine, quello grande a sinistra, si chiama

base; il secondo termine, il numeretto in alto, si
chiama esponente; il risultato si chiama
potenza. Se hai sottomano una calcolatrice un
pochino piu avanzata (nel linguaggio del
commercio si dice “scientifica”), troverai un
tasto apposito col simbolo x’. Per calcolare 5*
devi spingere prima il tasto del 5, poi x?, poi 4,
infine =. Troverai lo stesso risultato che
abbiamo trovato prima: 625.

Ricordi (pag. 6) che quando mi muovo in un
paese sconosciuto memorizzo i luoghi in modo
da poter ritornare sui miei passi? Cosl
dovremmo fare ogni volta che impariamo una
nuova operazione. Come si torna indietro? Qual
@ la sua operazione inversa? E stata inventata
anche quella, si chiama estrazione di radice e
la sua definizione e, molto semplicemente:
“L’estrazione di radice e 1’operazione inversa
dell’elevamento a potenza”. Non c’é null’altro
da dire né da capire. E tutto qua. A cosa serve?
Facciamo caso di possedere 25 m? di mattonelle.
Qual e il piu grande quadrato che possiamo
coprire? Se I’area di un quadrato misura 25 m?,
quanto sara lungo il suo lato? L’unico modo di
risolvere tale problema e quello di estrarre la
radice. Non ti preoccupare su come fare, quasi
tutte le calcolatrici possiedono il tasto V. Basta
spingere 25 e V. Ritorniamo all’elevamento a
potenza. Sai che esiste una scorciatoia per
calcolare il quadrato con qualsiasi calcolatrice?
Subito dopo il tasto x, premi quello dell’ =.
Prova anche, usando il tasto x*, ad inserire
esponenti decimali o negativi. Continueranno ad
uscire risultati. Come mai? Nella matematica,
quando si crea un posticino, si cerca sempre di
riempirlo con qualsiasi cosa: rendiamo ogni
concetto il piu generale possibile.

Facciamo caso che 5*= 625 é 5 volte piu piccolo
di 5° = 3125, mentre 5° & 5 volte piu piccolo di
5%. Dividiamo per la base ogni volta che
I’esponente diminuisce di 1. Costruiamo una
tabella con le potenze decrescenti:

potenza | base2 | base3 | base4 | base5
n° 2°=32 | 3°= 243 |4°=1024 | 5°=3125
n' 2*=16 | 3*=81 | 4*=256|5*=625
n’ 2)=8 | 3*°=27 | =64 |5°=125
n’ 22=4 | 3*=9 | 4#=16 | 5*=25
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E chiaro che, quando scendiamo di un rigo, il
valore nella seconda colonna si dimezza, quello
della terza viene diviso per 3, quello della quarta
viene diviso per 4 ecc. e sappiamo anche il
perché! Possiamo continuare quanto vogliamo
con lo stesso meccanismo, perché, una volta
arrivati all’esponente zero, esistono ancora i
numeri negativi.

potenza | base2 | base3 | base4 | base 5
n’ 2°=4 | 3*=9 | 4=16 | 5*=25
n' 2'=2 | 3'=3 | 4'=4 | 5'=5
n’ 2°=1 | 3=1 | 4°=1 | 5°=1
n' |2'=05|3'=0,3|4'=0,25|5"'=0,2
n? |22=0,25 3%=0,1 | 4?=0,06 | 5%=0,04

Saltano fuori parecchie conseguenze che vale la
pena di sottolineare.

Una potenza con esponente 1 é uguale alla
base (pertanto 1’esponente 1 neanche si scrive).
Una potenza con esponente 0 é uguale ad 1.
Qui pero i matematici scoprirono di aver un
tantino esagerato con le generalizzazioni. Il
tranello si manifesta appena esaminiamo le
potenze con base 0.

!'= 0 perché quando I’esponente é 1 la potenza
¢ uguale alla base. 0? per la definizione di
potenza e 0 - 0 che a sua volta fa 0. Sempre per
la definizione di potenza abbiamo:
0°=0-0-0=0.
0‘=0-0-0-0=0.
0°=0-0-0-0-0=0.

Quando la base é 0, la potenza é sempre 0.
Andiamo in crisi quando cerchiamo di calcolare
0°. Per la regola della base 0, il risultato
dovrebbe essere 0. Per la regola dell’esponente
0 il risultato dovrebbe essere 1. I matematici
hanno fatto I'unica cosa sensata: dichiarare che
’operazione 0° & impossibile oltre che priva di
significato. Cosa succede invece quando la base
e 1? Verifichiamo:

1*=1-1-1=1.
=1-1-1-1-1-1-1-1-1=1.

Quando la base é 1, la potenza é sempre 1.

E quando la base é 10?

10°= 10-10- 10 = 1.000

10°= 10-10-10-10- 10 - 10 = 1.000.000

Le potenze di 10 iniziano con 1, seguito da un
numero di zeri uguale all’esponente.

PROPRIETA DELLE POTENZE

Consideriamo 1’espressione 2° - 3? Introduciamo
una nuova regola di precedenza: nelle
espressioni si effettuano prima gli elevamenti a
potenza e poi moltiplicazioni e divisioni.
Applicando la definizione di potenza abbiamo:

2°-3*=2-2-2-2-2-3-3=32-9=288
Guardiamo invece questo caso particolare:

24.22=2:2:2:2-2-2-2=72
Questo prodotto di sette fattori tutti uguali a 2
non e altro che una potenza. Scriviamola come
tale: 27. Come siamo arrivati a 7? Quattro fattori
sono stati generati da 2* ed altri tre da 2°.
4+3=7
Il meccanismo é cosi chiaro che in futuro non lo
ripeteremo piu. Abbiamo appena scoperto una
regola che semplifica il calcolo delle
espressioni: il prodotto di due potenze con la
stessa base é una potenza che ha per base la
stessa base e per esponente la somma degli
esponenti. Poiché la divisione e 1’inverso della
moltiplicazione, possiamo usarla per tornare
indietro. Se moltiplicando 2* per 2* siamo
arrivati a 27, dividendo questo risultato per 23
dobbiamo necessariamente ritornare al punto di
partenza:
27:22=2¢

4 ¢ la differenza fra 7 e 3. Siccome questo
meccanismo e sempre valido, qualsiasi siano la
base e gli esponenti, possiamo dire che il
quoziente di due potenze con la stessa base e
una potenza che ha per base la stessa base e
per esponente la differenza degli esponenti.

22-73=2-2:2-7-7-7=
Applichiamo la proprieta commutativa
e quella associativa

= 14-14-14=14°.

Anche in questo caso il meccanismo non
dipende né dalle basi né dall’esponente, ma
unicamente dal fatto che gli esponenti erano
uguali. In futuro, anziché ripetere tutti questi
passaggi, applicheremo direttamente la regola: il
prodotto di potenze con lo stesso esponente é
una potenza che ha per base il prodotto delle
basi e per esponente lo stesso esponente.
Applicando !’operazione inversa dobbiamo
necessariamente tornare al punto di partenza:
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14°:77=2°
Quindi vale anche la regola: il quoziente fra
due potenze con lo stesso esponente é una
potenza che ha per base il quoziente delle
basi e per esponente lo stesso esponente.

7y
Qui ci sono due operazioni (il quadrato di 7 ed il
cubo del primo risultato). In generale una
espressione del genere prende il nome di
potenza di potenza. Sviluppando:
=777 -7 (7-7)=7°

Dentro ogni parentesi ci sono due fattori a causa
dell’esponente 2. Le parentesi sono 3 a causa
dell’esponente 3. In tutto i fattori sono 6 perché
2 - 3 =6. In generale la potenza di una potenza
€ una potenza che ha per base la stessa base e
per esponente il prodotto degli esponenti. Per
arrivare al risultato finale abbiamo utilizzato
I’elevamento al cubo. L’operazione inversa e la

radice cubica:
V7°=7

La radice di una potenza e una potenza che ha
per base la stessa base e per esponente il
quoziente fra esponente della potenza ed indice
della radice. Osserviamo che potremmo tornare
indietro anche con una potenza di potenza,
purché siano ammessi gli esponenti decimali.
Applicando la regola della radice:
V19°=19’
Applicando quella della potenza di potenza:
(196)0,5 — 193

1
In generale una potenza con esponente —
n

equivale ad una radice di ordine n.
Il seguente specchietto consente di ricordare
facilmente le proprieta delle potenze.

operaz. fra le potenze | oper. fra gli esponenti

+

()"

Vv

ATTENZIONE non esiste nessuna proprieta
sulle somme di potenze, anche se hanno la
stessa base o lo stesso esponente. In questo caso
bisogna eseguire tutti i calcoli, senza sconti!
2°+2%=32 + 8 =40.
5*—3*=625-81 =544,

POTENZE DI 10

Le potenze del 10 sono usatissime nel campo
scientifico. Un miliardo si scrive 10° ed un
miliardo di miliardi 10'®. Molto piti comodo che
scrivere un 1 seguito da 18 zeri. Tu sai che
5,4321 - 1.000.000.000 = 5.432.100.000
Una regola dice infatti che bisogna spostare la
virgola di tante posizioni quanti sono gli zeri.
Ma siccome
1.000.000.000 = 10°
scopriamo un’altra regola: quando si moltiplica
un numero per una potenza di 10 si sposta la
virgola di un numero di posizioni uguale
all’esponente. Se non ne sei ancora convinto
considera la moltiplicazione 0,35 - 10*. In base
alla regole gia note, il calcolo da fare e
0,35-10*=0,35-10-10-10- 10
Ogni volta che moltiplichiamo per 10 spostiamo
la virgola di una posizione o, se il numero non
contiene la virgola, aggiungiamo uno zero.
Poiché moltiplichiamo quattro volte per 10,
dobbiamo spostare la virgola di quattro posti.
Ma perché moltiplichiamo per quattro volte?
Perché 1’esponente e 4. Anziché ripetere questi
passaggi ogni volta, si applica la regola e ci si
sbriga prima. 0,35 - 10* = 3.500.
Per quantita molto piccole vengono utilizzate le
potenze negative del 10. Cosa significa che 1p =
10°m? La definizione di numero negativo dice
che -6 ¢ la differenza fra 0 e 6 ossia -6 = 0 — 6.
Lo specchietto a sinistra ci dice che la differenza
fra gli esponenti corrisponde ad una divisione
fra potenze con la stessa base.
10%=10°°=10°:10°=
Poiché le potenze con esponente 0 valgono 1:
=1:10°=0,000 001.
Quando si divide per 10 si sposta la virgola di
un posto a sinistra. Quando si divide per una
potenza di 10 la virgola va spostata di un
numero di posti uguali all’esponente. Per
esprimere il caso generale riscriviamo la
formula con la lettera n al posto del 6; n
significa un numero naturale qualsiasi:
10"=1:10"
Una potenza di 10, sia positiva che negativa,
si scrive con un 1 ed un numero di zeri
uguale all’esponente. Quando !’esponente e
negativo, gli zeri precedono l’'uno e c’é una
virgola dopo il primo zero.
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NOTAZIONE SCIENTIFICA

Nel campo tecnico e scientifico si usano
tantissimo espressioni del genere:
4,72 - 10°
E un esempio di notazione scientifica, la quale
consiste in un prodotto. Il primo fattore € un
numero decimale maggiore di 1 e minore di 10.
Il secondo fattore € una potenza di 10.
L’esponente e positivo per le grandezza
maggiori di 10 e negativo per le grandezze
minori di 1.
Oltre ad essere piu compatta e leggibile, questa
notazione e precisa quanto deve essere. Viene
messo in evidenza che solo le prime due cifre
sono sicure, che la terza é un effetto
dell’arrotondamento e che le cifre successive
sono ignote. La grandezza in questione
potrebbe, in realta, avere qualsiasi valore
compreso fra 4.715.000.000 e 4.725.000.000.
In pratica
X =4,72-10°
e un modo abbreviato, piu comodo e leggibile,
di scrivere
4.715.000.000 < X < 4.725.000.000

ESERCIZI ISTRUTTIVI

(D L’elevamento a potenza gode della
proprieta distributiva rispetto alla
moltiplicazione ed alla divisione:
2-3Pp=2-3
(14:2)0°=14:2°
Sai spiegare perché?

(@ Riscrivi ciascuna delle seguenti espressioni
in forma di un’unica potenza, senza eseguire
nessuna operazione. Devi solo applicare le
definizioni di moltiplicazione e di potenza e le
proprieta delle potenze.

4+4.

25+ 25+ 25+ 25+ 25.
8 + 8.
9+9+09.

@ Che cosa significa “quadrato perfetto”?
Nella tavola pitagorica una delle due diagonali
contiene solo quadrati perfetti. Qual é?

@ Anche se le tavole riportano solo quadrati e
cubi, puoi utilizzarle per calcolare 19°. Cosi:

19° = (19%° = 361° = 47.045.881
Calcola con le tavole: 5% 28, 7°, 114, 23°, 31°.

(® Puo un alunno di 14 media risolvere questa
espressione? -
(m?+6:3):[3+(0°+m"1*1—1)]

RIFLETTI

Spiega perché togliendo le parentesi il risultato
cambia cosl tanto:

(2*P=512; 2°=134.217.728

Sai qual e il numero piu grande che si puo
scrivere usando solo 3 cifre, una diversa

dall’altra? 789
Per scriverlo nella maniera tradizionale
occorrono 113.427.139 cifre.

Abbiamo definito 1’addizione come una
notazione abbreviata del contare:
5+47=5+1+1+1+1+1+1+1
La moltiplicazione come una notazione
abbreviata dell’addizione:
5-7=5+5+5+5+5+5+5
L’elevamento a potenza come una notazione
abbreviata della moltiplicazione:
5=5:5:5-5-5-5-5
Perché ci siamo fermati? Perché non abbiamo
inventato nessuna operazione equivalente alla
seguente espressione?

([(srry

Per finire un esercizio che non riguarda le
potenze. Calcola la somma dei primi duemila
numeri naturali: 0 + 1 + 2 + 3 + ... + 1.998 +
1.999 =
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CRITERI DI DIVISIBILITA

L’ostacolo principale, lavorando con i numeri
interi, e che la divisione esatta (senza resto) non
sempre € possibile. Se la cosa ti puo consolare,
alcune regole ci dicono se una divisione €, o non
e, esatta senza bisogno di calcolarla. Almeno ci
risparmiamo la fatica! Una di queste regole e
molto semplice: se un numero finisce con lo
zero allora si puo dividere esattamente per 10.
Questa regola si chiama “criterio di divisibilita
per 10”. I numeri che terminano con lo zero si
dicono “divisibili per 10” il che significa che
non danno resto se divisi per 10. Sono anche
chiamati “multipli di 10” perché si possono
scrivere come somma di tanti 10. Preso un
qualsiasi numero naturale, da esso si possono
formare infiniti multipli. Basta moltiplicarlo per
1, 2, 3, 4... Ad esempio, prendiamo il 17. I suoi
multipli sono:

17-1=17 17-2=34
17 -3 =51 17 -4 = 68
17 -5=285 17 -6 =102

L’insieme infinito dei multipli di 17 coincide
con l’insieme dei numeri divisibili per 17.
Abbiamo scelto 17 ma avremmo potuto
scegliere qualsiasi altro numero. A pagina 8
avevamo scoperto due criteri di divisibilita:
quello del 9 (la somma delle cifre deve fare 9) e
quello del 3 (la somma delle cifre & un multiplo
di 3). Aggiungiamone altri: se un numero
termina con una cifra pari e divisibile per 2. Le
cifre pari sono 2, 4, 6, 8 e 0. Se I’ultima cifra & 5
0 0 il numero e divisibile per 5. Ci sono alcuni
criteri talmente complicati (come quello del 7)
che si fa prima ad eseguire la divisione per 7.
Pertanto non si adoperano e non e il caso di
impararli. E invece utile imparare quello dell’ 11.
Prendiamo un numero, ad es. 4532.
Sottolineiamo una cifra si e I’altra no: 4532.
Calcoliamo la somma delle cifre sottolineate:

4+3=7
Calcoliamo la somma della altre cifre:

5+2=7
Facciamo la differenza fra le due somme:

7-7=0
Se il risultato e 0 oppure 11, 22, 33, 44, 55 ...
allora il numero di partenza e divisibile per 11.
Sono divisibili per 11, ad esempio: 154, 407,
5324, 71.808, 85.828. Verificalo.

NUMERI PRIMI

I multipli di un numero sono infiniti, ma i suoi
divisori sono pochi. II motivo & semplice: un
divisore non puo mai essere piu grande del
numero che deve dividere.

Tutti i numeri possono essere divisi per 1 e per
se stessi, quindi questi due divisori banali e
scontati di solito non vengono presi in
considerazione. Ci sono infiniti numeri che
possono essere divisi solo per 1 e per se stessi,
cioe hanno solo questi due divisori. Nelle tavole
numeriche si trova una pagina con la loro lista.
Vengono chiamati numeri primi. Di solito le
liste si fermano a 5.000 o a 10.000. Iniziano
con: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23... Come puoi
vedere, solo il 2 e pari. Tutti gli altri numeri
primi sono dispari. I numeri che non sono primi
si dicono composti, tranne 0 e 1 che non sono
né primi né composti. Come si fa a vedere se un
numero é primo? Se fosse facile non avrebbero
stampato quelle liste, non ti pare? In realta, per i
numeri minori di 33, esiste un sistema
semplicissimo: se un numero € dispari e non
appare mai nelle tabelline degli altri numeri,
allora e primo. 27 fa parte della tabellina del 3,
quindi € composto. 29 e primo. Per valori piu
alti si usano i criteri di divisibilita. Ad es. 746 e
pari, quindi e divisibile per 2; 1047: la somma
delle cifre e 12, quindi e divisibile per 3; 1865
termina con un 5, quindi e divisibile per 5; 4103
e divisibile per 11. 91 e il piu piccolo numero
che sfugge a questi test rapidi. Non appare nelle
liste dei numeri primi, quindi deve essere
composto. Per cosa e divisibile il 917?

Allenati con questo gioco.

Esercizio. Esegui una ricerca sul “crivello di
Eratostene” e poi costruisci la tabella con i
numeri primi da 1 a 120.

Euclide descrisse un metodo per costruire nuovi
numeri primi. Il metodo non permette di
scoprire tutti I numeri primi esistenti, ma
dimostra in maniera elegante che i numeri
primi sono infiniti. Il metodo di Euclide e molto
famoso e puoi trovarlo con un motore di
ricerca. Il crivello di Eratostene, anche se non
dimostra ’infinita, riesce a trovare tutti i primi
fino ad un limite prefissato.
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SCOMPOSIZIONE IN FATTORI

La scomposizione in fattori primi & un
procedimento per scrivere un numero sotto
forma di prodotto. E importante che tutti i fattori
siano primi. Ad es. 91 = 7 - 13 va bene perché 7
e 13 sono entrambi primi. Non vanno bene
invece 72 = 8 - 9 oppure 12 = 3 - 4 perché non
tutti i fattori sono primi. In questi caso bisogna
continuare a scomporre i singoli fattori.
72=2%-3% 12=22-3.
Occorre scrivere i fattori in ordine crescente. Ad
es. é formalmente sbagliato scrivere 72 = 3% - 23,
anche se sostanzialmente giusto. A cosa servono
queste scomposizioni? A tantissime cose. Una
prima applicazione é: scoprire tutti i divisori di
un numero. Prendiamo ad esempio 360.
Scomponiamolo un po’ alla volta:
360 = 36-10 = 4-9-2-5 =2%-32-5
Vediamo che manca, ad es. il fattore 7. Non solo
il 360 non puo essere diviso per 7, ma neanche
per 14 o qualsiasi altro multiplo di 7. Infatti, se
fosse divisibile per 14, si potrebbe scrivere
360=14+14+ ...+ 14
E siccome 14 = 7 + 7, si potrebbe riscrivere
360=7+7+7+7+...+7+7
e quindi risulterebbe che 360 € un multiplo di 7.
Siccome non lo e, tutto questo e impossibile.
Nessun divisore di 360 puo contenere fattori che
non siano anche presenti nel 360. Moltiplicando
tutte le coppie possibili dei fattori primi di 360
si ottengono 4, 6, 10, 9 e 15. Combinandoli tre
alla volta si ottengono 8, 12, 20, 18, 45, 30.
Dividendo 360 per quelli gia trovati si
ottengono 180, 120, 72, 90, 60, 36, 40, 24. A
parte 1 e 360 abbiamo trovato proprio tutti i
divisori di 360!
II metodo piu sbrigativo per scomporre un
numero in fattori primi (specie se é grande) e
quello di andare all’indirizzo
https://www.geogebra.org/m/XVkm4uU?7
dove c’¢ un programmino che fa tutto lui.
Scompone anche numeri di 15 cifre! I numeri
con centinaia di cifre vengono usati per
realizzare i codici segreti in quanto neanche i
computer piu potenti riescono a scomporli in
fattori. Abbiamo gia visto diversi tipi di
scomposizione in “stile libero”. Esiste anche un

RN

algoritmo facile da imparare. E cosi rigoroso,

con delle domande poste in ordine preciso, che
non lascia alcuna liberta di scelta. Dice:

Il numero e divisibile per 2? Se si, continua a
dividerlo per 2 finché diventa dispari.

E ora divisibile per 3? Se si, continua a
dividerlo per 3 finché non lo é pit.

E ora divisibile per 5? Se si, continua a
dividerlo per 5 finché non lo é pit.

Si dovrebbe continuare cosi per tutta la lista dei
numeri primi ma, poiché non abbiamo imparato
il criterio di divisibilita per 7, salteremo tale
numero. Vediamo un esempio pratico:

6468 | 2
3234 | 2
1617 | 3
539 | 11
49 | 7
717

1

I1 49 é facile da scomporre per chi si ricorda la
tabellina del 7. Rimettendo in ordine crescente i
fattori: 6468 =2%-3-7%-11

Come vedi, le regole sono cosi stringenti che
chiunque segua 1’algoritmo deve ottenere lo
stesso identico risultato. Questo fatto costituisce
il teorema fondamentale dell’aritmetica: “Non ci
possono essere due scomposizioni in fattori
primi alternative per lo stesso numero naturale”.
Per i nostri scopi immediati sara piu utile il
criterio di divisibilita generale che stabilisce
se un numero piu piccolo divide esattamente
uno piu grande, senza eseguire la divisione. Il
criterio lo abbiamo gia dimostrato nel caso del
360 ed ora lo enunciamo:

E necessario e sufficiente che tutti i fattori del
divisore siano anche fattori del dividendo.

Proviamo ad usarlo

Si puo dividere 630 per 15?
Scomponiamo entrambi i numeri.
630=2-3*-5-7. 15=2-3.
Siccome entrambi i fattori del 15 sono compresi
fra quelli del 630 (il 3 ¢ compreso nel 3?) la
risposta é si.

Si puo dividere 630 per 28?
630=2-3*-5-7. 28=2%-7.
I1 2% non é compreso nel 630 (solo il 2 lo &)
pertanto la risposta € no.
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MASSIMO COMUN DIVISORE

Per ogni numero intero esiste un insieme dei
suoi divisori. Prendiamo ed es. i divisori del 20
Dyx=1{1,2,4,510,20}
e quelli del 24
Du=1{1,2,34,6,8,12,24}

Questi insiemi non sono mai vuoti, neanche nel
caso dei numeri primi: Dy = { 1, 19 }. Se un
numero e primo possiede solo due divisori, se ¢
composto ne possiede almeno tre. Le
intersezioni fra due o piu di questi insiemi non
sono mai vuote, perché almeno il numero 1 e
una presenza fissa.

DiynDy={1}

DQoﬂ D24:{1,2,4}

Siccome ogni insieme D e finito, anche ogni
loro intersezione lo e. Tutti gli elementi
dell’insieme intersezione sono simultaneamente
divisori di entrambi i numeri. Nel nostro
esempio 1, 2 e 4 sono divisori sia del 20 che
del 24. E utile saperlo se si vogliono dividere
entrambi i numeri di partenza in parti uguali.
Potendo scegliere fra 1, 2 e 4, normalmente
sceglieremo il 4 perché e il piu grande. Esso e
chiamato Massimo Comun Divisore di 20 e 24.
L’operazione che lo produce prende lo stesso
nome del risultato. La notazione e

MCD( 20,24)=4

MCD(19,20)=1
Di solito non si calcola cosi. Si sfrutta invece il
criterio generale di divisibilita (spiegato nella
pagina precedente): i divisori di 20 e 24 possono
contenere solo i fattori primi dei due numeri.
Per essere contemporaneamente divisori
dell’uno e dell’altro, possono contenere solo i
fattori comuni a entrambi. Volendo costruire il
divisore piu grande possibile, dobbiamo
moltiplicare quanti piu fattori possibile, anzi li
dobbiamo moltiplicare tutti. La regola pertanto
sara: I MCD é il prodotto dei fattori comuni
dei numeri di partenza, presi con I’esponente
piu basso. Ecco un esempio chiarificatore:

Calcolare MCD( 36, 120)
36 =2%-3% 120=23-3-5.

MCD( 36,120 )=2*-3=12.
Spesso e piu semplice andare alla pagina
https://www.geogebra.org/m/Bhg9AsGH
Se non ci sono fattori comuni, il MCD é 1. In
questo caso particolare i due numeri si dicono

primi fra di loro. Ad es. 20 e 21 di per sé non
sono numeri primi ma sono primi fra di loro
perché non hanno fattori in comune e MCD( 20,
21)=1.

A volte i due numeri di partenza sono uno il
multiplo dell’altro, come 14 e 42. In questo caso
particolare il piu piccolo e anche il MCD. Un
divisore del 14, infatti, non pu0 essere piu
grande del 14. Ci possiamo risparmiare la fatica
di scomporre in fattori. MCD( 14, 42 ) = 14.

L’operazione non e limitata a due soli termini. I
termini potrebbero anche essere tre, quattro, ecc.
Calcolare MCD( 36, 78, 210).
Dapprima si scompongono tutti in fattori primi.

36 =22 3%

78=2-3-13.

210=2-3-5-7.
Poi si prendono il 2 ed il 3 perché sono gli unici
fattori che compaiono sempre. Una volta con
esponente 2, le altre volte con esponente 1
(sottinteso). La regola dice che dobbiamo usare
il piu piccolo. MCD( 36, 78,210)= 2-3=6

Se scorgiamo un caso speciale, possiamo
prendere qualche scorciatoia.
Calcolare MCD( 48, 72,91 )
Basta che uno solo dei numeri sia primo per far
diventare 1 il risultato. 91 e primo. MCD = 1.
Calcolare MCD( 36, 42, 49)
Qui non ci sono numeri primi, ma 36 e 49 sono
primi fra di loro. Anche stavolta il risultato e 1.
Calcolare MCD( 28, 44, 56 )
Quando un numero (56) e multiplo dell’altro
(28), si puo trascurare il piu grande. Infatti
qualsiasi divisore del 28 sara automaticamente
anche divisore del 56.
MCD( 28, 44, 56 ) = MCD( 28, 44 ) = 4.

Ricerca Il piu antico algoritmo di cui abbiamo
notizia in assoluto fu inventato da Euclide e serve
proprio per calcolare il MCD. Esso é molto diverso
da quello che abbiamo visto. Se vuoi scrivere un
programma al computer per calcolare il MCD e
molto piu semplice basarlo sull'algoritmo di Euclide
che sulla scomposizione in fattori primi.

Esercizio Trova sette numeri, ognuno dei quali
abbia tre soli divisori, contando anche 1 e se
stesso.
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MINIMO COMUNE MULTIPLO

Per ogni numero intero esiste un insieme dei
suoi multipli. Prendiamo ed es. i multipli di 8
Mg = {8, 16, 24, 32,40, 48 ... }
e quelli del 12
M, ={ 12, 24, 36, 48, 60 ... }
Questi insiemi sono tutti infiniti. Hanno un
inizio ma non hanno una fine. Qual é la loro
intersezione?

Ms n My, = { 24, 48, 72,96, 120 ... }
Anche questo insieme e infinito. Corrisponde
all’insieme dei multipli di 24.

Mg N My = My
Il 24 é in effetti il numero piu interessante ed
utile di tutto 1’insieme intersezione. Basti
pensare che da esso siamo in grado di rigenerare
I’intero insieme. Prende il nome di minimo
comune multiplo. Questo nome indica sia il
risultato che 1’operazione.

mcm( 8, 12) =24
Siccome il 24 e divisibile sia per 8 che per 12,
per il criterio generale di divisibilita il 24 deve
contenere tutti i fattori di 8 e di 12. Pertanto il
mcm é il prodotto di tutti i fattori comuni e
non comuni presi col massimo esponente.
Di solito e piu semplice andare alla pagina
https://www.geogebra.org/m/Bhg9AsGH
Sussistono gli stessi casi particolari del MCD.
Se due numeri sono primi fra di loro (cioe
non hanno fattori in comune), il mcm sara
uguale al loro prodotto.

mcm( 14, 15) = 210

Nulla di strano: tutti sanno che il prodotto di due
numeri qualsiasi e sempre un loro multiplo. La
particolarita e che non ce ne siano di piu piccoli.
Come puoi vedere, iniziano ad uscire numeri
grandi. Infatti il “minimo” comune multiplo e il
piu piccolo dei giganti, ma sempre gigante
rimane. Mentre il “massimo” comun divisore
era il piu grande dei nani, ma sempre nano
rimaneva.
Quando due numeri sono uno il multiplo
dell’altro, il loro mcm coincidera col piu
grande.

mcm( 14,42 ) =42
Infatti nessun multiplo di 42 pud essere piu
piccolo di 42. Siccome noi cercavamo il
minimo, siamo certi di averlo gia trovato.

A volte capita di calcolare il mcm di tre, quattro
0 cinque numeri.
Calcola mem( 12, 15, 16)

Per prima cosa scomponiamo in fattori primi:

12=2-3.

15=3-5.

16 = 2%
Bisogna moltiplicare fra loro tutti i fattori,
anche quelli che compaiono una volta sola. Il 2
compare prima come 2> e dopo come 2%
Bisogna prendere quello con I’esponente piu
alto, quindi 2*.

mem( 12, 15,16 )= 2*-3-5=240

Calcola mem( 20, 33, 100 )
100 e multiplo di 20. Possiamo trascurare il 20,
perché qualsiasi multiplo di 100 sara
automaticamente anche multiplo di 20.
mcm( 20, 33, 100 ) = mcm( 33, 100 )
33 e 100 sono primi fra loro, quindi basta
moltiplicarli: mem( 33, 100 ) = 3300.

Allenati con questo gioco:

https://www.geogebra.org/m/BQfbrz52

A COSA SERVONO

Minimo comune multiplo e Massimo comun
divisore rivestono un grandissimo interesse
teorico. La loro utilita e limitata dal fatto che si
applicano solo ai numeri naturali. Le grandezze
che utilizziamo nella vita quotidiana sono
principalmente misure (di tempo, lunghezza,
volume, peso, ecc.) o quantita di denaro, e si
esprimono con numeri decimali. In questi casi
possiamo usare le quattro operazioni
aritmetiche, 1’elevamento a potenza e
I’estrazione di radice, ma non possiamo
utilizzare MCD e mcm. Per questo motivo
I’utilita pratica di MCD e mcm e limitata.

Il nostro prossimo argomento sono le frazioni.
Useremo il MCD per ridurre una frazione ai
minimi termini ed il mcm per ridurre due o piu
frazioni al minimo comun denominatore. Queste
due applicazioni bastano e avanzano per
affermare che MCD e mcm sono due operazioni
essenziali.
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FRAZIONI

Nella notazione posizionale che usiamo per i
nostri numeri possiamo descrivere quantita piu
piccole di 1 con i numeri decimali. Ad es.
1:2=0,5
Prima che fosse introdotta questa notazione,
vale a dire ai tempi degli antichi romani, si
usavano le frazioni. Oggi noi non abbiamo
abbandonato le frazioni anche se non sono piu
necessarie. Basti pensare che le calcolatrici ed i
computer lavorano esclusivamente con i numeri
decimali, mai con le frazioni, eppure riescono
ad effettuare tutti i tipi di calcoli.
Al giorno d’oggi le frazioni sono ancora
utilissime. Saper usare sia le frazioni che i
numeri decimali € come saper parlare due
lingue. In realta di lingue occorre impararne
cinque. In questa tabella vengono mostrate le
stesse quantita in cinque modalita diverse: come
divisione, frazione, numero decimale,
percentuale e rappresentazione grafica.

1:4 1 0,25 25%
3

3:4 Z 0,75 75% E
5

5:8 Z 0,625  62,5% u
4 _

L’abilita di aver presente in mente tutte e cinque
le rappresentazioni nello stesso momento e
essenziale. Acquisiscila con 1’allenamento.
Delle cinque, la piu importante e 1’ultima.
Quando non riesci a visualizzare graficamente,
nella tua mente, le frazioni con cui lavori e il
caso di disegnarle su carta. Se non hai chiaro il

concetto grafico di frazione, procederai alla
cieca con tutti i rischi che ne conseguono. Se
mai avrai difficolta negli esercizi con le frazioni,
la causa piu probabile sara proprio I’incapacita
di visualizzarle.

Per questo motivo i libri di matematica
riportano esercizi in cui bisogna colorare le parti
frazionarie. Tali esercizi, lungi dal rappresentare
un ritorno all’infanzia, devono diventare
un’abitudine mentale permanente.

La tabella mostra anche che siamo liberi di
sostituire i due punti della divisione col segno di
frazione e viceversa (attenzione: talvolta e
necessario racchiudere fra parentesi numeratore
e denominatore). Il segno di frazione e
ambiguo: certe volte é solo una parte di un
numero (la frazione, per I’appunto), altre volte e
un simbolo di operazione (la divisione). Per
fortuna, anche se sbagliassimo interpretazione,
il risultato dell’espressione non cambierebbe.
Per convertire una frazione in numero decimale
bisogna prima riscriverla sotto forma di
divisione e poi calcolare le quoziente. Il
passaggio inverso lo impareremo il prossimo
anno. Per convertire il numero decimale in
percentuale basta spostare la virgola verso
destra di due posizioni.

Di tutte le frazioni quelle che é piu importante
comprendere sono quelle unitarie, cosi dette
perché il loro numeratore € 1. A parita di
numeratore, quanto piu grande e il

denominatore tanto piu piccola é la frazione.
1

2

1
3

1
6

Esercizio: traduci in numero decimale e
rappresentazione grafica le seguenti frazioni:
1344 6 8 8 9 1212 3

2°8°5°8°16°10°16°24° 15° 24 6.
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FRAZIONI COMPLEMENTARI

Ho colorato di scuro una parte di un

quadrato per rappresentare la frazione
. 1
che corrisponde ad 1

. Nella figura vedo pero anche
un’altra frazione, colorata in chiaro,
. Ogni volta che coloriamo

una frazione propria (inferiore all’unitd), ne
disegniamo due. Esse si dicono frazioni
complementari perché si complementano a vicenda
per formare 1’unita. La somma dei due numeratori é
sempre uguale al denominatore (nel nostro caso: 3 +
1=4).

Due frazioni complementari hanno lo stesso
denominatore. Se abbiamo una frazione propria e
vogliamo calcolare la sua frazione complementare,
basta sottrarre il numeratore dal denominatore.

Qual e la frazione complementare di % ?

Siccome 5 — 2 = 3, la risposta & %

Puoi arrivare allo stesso risultato con una
rappresentazione grafica, che e anche piu
istruttiva. Scegli il metodo che preferisci.

PROBLEMI CON LE FRAZIONI

Risolveremo alcuni problemi che coinvolgono
le frazioni utilizzando un metodo basato su sei
domande:
1) Qual é P’unita di riferimento? Fra i dati del
problema ci sara una frazione. Di cosa? La
risposta a questa domanda si chiama “unita di
riferimento”.
2) Qual e il denominatore? Nel resto del
problema useremo sempre lo stesso
denominatore che si trova nella traccia.
3) Di quale frazione conosciamo il valore?
Questa ¢ la domanda piu difficile e richiede
estrema attenzione. Aiutati con un disegno. Con
la risposta 2 abbiamo gia trovato il
denominatore. Con la 3 troviamo il numeratore.
4) Qual e il valore la frazione nota?
Dobbiamo far corrispondere alla frazione una
quantita in valuta, tempo, lunghezza, persone,
ecc. a seconda del problema. Inseriremo le
prime quattro risposte nella formula

numeratore

denominatore

unita di riferimento = valore noto

5) Quanto vale la frazione unitaria? Nella
nostra risoluzione 1’unita di riferimento é divisa
in tante fette. I1 loro numero e dato dal
denominatore (vedi domanda n. 2). Quanto vale
una fetta? Lo troviamo con la divisione
valore noto : numeratore

6) Quanto vale la frazione incognita? La
frazione incognita € quello che ci chiede il
problema. Il denominatore € sempre quello della
domanda n. 2. Il nuovo numeratore lo dobbiamo
stabilire noi. A questo punto la moltiplicazione

frazione unitaria - nuovo numeratore
ci fornira la risposta al problema.

Seguono alcuni problemi gia risolti. Per ogni
problema troverai le risposte alle precedenti sei
domande. Il tuo compito sara quello di eseguire i
disegni e di riscrivere il problema nella maniera
tradizionale (“dati”, “richiesta”, “svolgimento”,
“risposta”). Disegna la rappresentazione grafica
delle frazioni coinvolte.

)

Sono uscito a passeggio e mi son comprato un
cono di gelato da €1,50. Il gelataio mi ha dato
di resto una moneta che vale % di quella con
cui ho pagato. Quanto mi ha dato di resto?

1) L’unita di riferimento é il contante con cui ho
pagato. Corrisponde al costo del gelato piu il
resto.

2) Il denominatore é 4.

3) Quello che conosciamo e il costo del gelato;
esso corrisponde ai % del contante.

4) % contante =€ 1,50

5) i contante=€1,50:3=€0,5

6) La frazione incognita coincide con la frazione
unitaria. ¥ contante = €0,50.

@
A quanti minuti equivalgono % d’ora?
1) L’unita di riferimento é I’ora.
2) Il denominatore é 4.
3) 4/4, ossia un’ora intera, durano 60°’.

4
4) Zh=60"
)

5)%h=60":4=15
6)% h=15-3=45".
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s . 7 .
Sono gia trascorsi 9 dell'anno scolastico.

Mancano 60 giorni alla fine.

Quanti giorni dura I'anno scolastico?
1) Unita Rif. = anno scolastico (AS).

2) Il denominatore € 9.

3) E nota la fraz. complementare % .

4) %ASZSOd

5) éASzSOd:ZzBOd

6) La frazione incognita e 1’intero anno

scolastico % AS =9-30d=2704d.

@

Due segmenti sono uno i % dell'altro ed il

secondo e 24mm piu lungo del primo. Calcola
le rispettive lunghezze.

1) Unita Rif. = il segmento lungo (a).

2) Il denominatore € 5.

3) Disegna un segmento lungo 5 quadratini ed

un altro lungo 2. Di quanto differiscono? %
del piu lungo.
4) % a=24mm
5) %a=24mm:3:8 mm
5
—a=8mm-5=40 mm
6) °
R a=8mm-2=16 mm

Controllo: 40 — 16 = 24.

®

In un triangolo rettangolo gli angoli acuti
sono uno i 2—73 dell'altro. Calcola le

ampiezze dei due angoli.

1) U. Rif. I’angolo acuto maggiore B .

2) Il denominatore e 23.

3) Siccome la somma dei tre angoli di un
triangolo e 180° ed uno dei tre angoli e retto, la
somma degli altri due deve fare 90°. Rispetto

cx e o . .30
all’unita di riferimento, equivale ai —

23
(30 e la somma di 23 e 7).

30 .
4 =B=90°
) 23
1 4
5 — B=90°:30=3°
) 23
B=23B=30.03=¢9°
6) 23

G=" Bg=30.7=210
23

Controllo: 69° + 21° =90°.

®

Esiste un poligono regolare in cui un angolo
R .. 2 . .
esterno € ampio i 3 dell'angolo interno

adiacente?

Che poligono é?

1) Unita Rif. = angolo interno A .

2) Il denominatore e 13.

3) Qualsiasi angolo interno di qualsiasi poligono
forma, col suo esterno, un angolo piatto.
Siccome 2+13=15, la frazione nota corrisponde

.15
ai — .

5
4) 1—132\:1800
5) 1—3A:180°:15:12°
6) Aes,m:%A:12°-2:24°

Siccome la somma di tutti gli angoli esterni, in
qualsiasi poligono, e uguale all’angolo giro, il
numero di lati € 360° : 24° = 15. Il poligono
regolare esiste ed e il pentadecagono.
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FRAZIONI EQUIVALENTI

Dall’esercizio in fondo a pag. 21 si comprende
che, preso un numero decimale qualsiasi, ci
sono infinite frazioni uguali ad esso:

_1_2_3_4_5_
0’5_2_4 6 8 10
0375=3=5-9 _12_

8 16 24 32
In ognuna di queste serie c’é una frazione che
ha il numeratore piu piccolo: € quella che
abbiamo scritto per prima. Essa e anche quella
cha ha il denominatore piu piccolo. Pertanto si
dice che eridotta ai minimi termini. Per
trasformare una frazione in un’altra equivalente
basta moltiplicare (o dividere) numeratore e
denominatore per lo stesso numero. Guardiamo

questo esempio:
3_32_6 3
5-52 10 07 5706
Quando si moltiplica il numeratore per 2 il
valore della frazione raddoppia. Quando si
moltiplica il denominatore per 2 il valore si
della frazione si dimezza; i due effetti si
annullano a vicenda.
Se i due termini hanno un fattore comune é
possibile dividere numeratore e denominatore
per lo stesso fattore, senza che il valore della
frazione cambi:
300_300:10_@_30:10_§_06
500 500:10 50 T

50:10 5
Poiché i termini diventano piu piccoli, questa
operazione si chiama semplificazione. In una
frazione ridotta ai minimi termini i due termini
sono primi fra di loro, ossia non hanno fattori
comuni. Non si puo semplificare piu di cosi. Per
ridurre una frazione ai minimi termini o si
procede a tappe, come vVisto sopra, con
semplificazioni successive, oppure si dividono
numeratore e denominatore per il loro MCD.
Oppure ci pensa il computer: basta andare
all’indirizzo

https://www.geogebra.org/m/ht3Td4QK.

RIDURRE AL MINIMO COMUN
DENOMINATORE

Non in tutti i paesi si fa la spesa con gli euro. Se
andiamo in Russia ci vogliono i rubli, nel Regno
Unito le sterline, negli USA i dollari. Non e che
gli euro perdano di valore, ma é troppo scomodo

pagare in euro e farsi dare il resto in altra valuta.
Meglio fare tutti i conti in un’unica valuta. Per
questo si va in banca a cambiare le banconote.
Con le frazioni accade lo stesso. E facile
confrontarle se hanno lo stesso denominatore:
3 4
2.2
7 7
Negli altri casi sarebbe necessario, quanto
meno, farne una rappresentazione grafica. Le
frazioni equivalenti ci forniscono una comoda
alternativa. Prendiamo ad esempio 3/8, 5/12 e le
rispettive famiglie di frazioni equivalenti.
3_6_9_12_15_
8716 24 32 40
5_10_15_20_25_
12 24 36 48 60
In ognuna delle due serie c’é¢ una frazione con
denominatore 24. Possiamo confrontare queste
frazioni al posto delle due di partenza.
9 10 3 5
= =—<—
24 24 8 12
Notiamo che mcm( 8, 12 ) = 24, quindi non
c’era bisogno di scrivere le due serie. Avremmo
potuto calcolare il mcm ed usarlo direttamente
come nuovo denominatore. E per trovare i nuovi
numeratori? Bisogna moltiplicare i vecchi in
3-3_ 9 5-:2 10
modo opportuno ——=—; ——=—,
8:3 24 12-2 24
Questo passaggio non si esegue mai, in realta.
Si scrive direttamente il risultato, che viene
calcolato con questo schema a forma di giro:

moltiplico
per

124—24

divido per

ricorda:
Si riducono le frazioni ai minimi termini
Si calcola il m.c.m. dei denominatori
Si effettuail giro

Di solito i numeri sono cosi piccini che si riesce
a fare il tutto a mente. Nell’esempio ora visto,
avremmo potuto chiederci: “In che punto si
incontrano le tabelline dell’ 8 e del 12?”. Spesso
i denominatori sono primi fra di loro e basta
moltiplicarli. Confrontiamo 5/8 e 7/9. Il mcm é
8-9=72.

o_2?_4  7_7?_56
8 72 720 9 72 72’
45 56 5_7
—_— < = —_< —
72 72 8 9’
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CONFRONTO TRA FRAZIONI

Esistono tanti modi di confrontare due frazioni.
Nella pagina precedente abbiamo visto la
riduzione al minimo comun denominatore ed il
confronto tra frazioni con lo stesso
denominatore. Un altro metodo facile e potente
e quello di rappresentare le frazioni
graficamente. In questa pagina scopriremo
ulteriori accorgimenti.

7.9,

8 12
(riduci al minimo comun denominatore)

Qual e la frazione piu grande fra

Esercitati a rappresentare e stimare le frazioni.
In rete trovi anche un programmino per
confrontarle.

Se i numeratori sono uguali, la frazione piu
grande é quella col denominatore piu piccolo:
2 2
—_ > —_
3 5
Si chiamano frazioni proprie quelle che hanno
il numeratore piu piccolo del denominatore.
Esse valgono meno di uno. Tutte le altre frazioni
si chiamano improprie. Una frazione impropria
e sempre piu grande di una propria.
6_7
_>_
5 8
Anche un intero e sempre maggiore di una
frazione propria:
16
>_
19
Se e facile convertire le frazioni in numeri
decimali, si confrontano i numeri decimali
corrispondenti:
1 3 1_3
—==0,333;—=0,3; = —>—
3 10 3 10
Si possono riscrivere le frazioni come somma o
differenza fra uno stesso numero intero e una

frazione piu facile da confrontare:

2

5 1 7 1 5 7

—=1-=; —-=1-—=; = —=<—=.

6 6 8 8 6 8
ecco un altro esempio:

8 2 12 2 8 _ 12

—=2+—; —=2+=-; = —>—.

3 3 5 5 3 5

Un trucco sempre applicabile e quello della
moltiplicazione in croce. Si moltiplica il
numeratore della prima frazione per il
denominatore della seconda ed il numeratore
della seconda per il denominatore della prima.
Si comparano i due prodotti al posto delle
rispettive frazioni. Vediamo un esempio:

5.7

8710’

5-10=50;7-8=56;

50< 56 = E<l

8 10
Perché funziona? La dimostrazione richiede la
divisione fra frazioni, che non hai ancora
imparato, ed é anche un po’ difficile perché si
usano le lettere al posto dei numeri. Pertanto
salta alla prossima pagina e, se sei curioso e
volenteroso, torna a questa quando avrai
imparato le divisioni fra frazioni.
Invece di scrivere direttamente i numeri usiamo
delle abbreviazioni.

N = numeratore D = denominatore
Siccome ci sono due numeratori distinti,
useremo una volta la N maiuscola e ’altra volta
la n minuscola. Lo stesso per la D e la d.
Facciamo finta che la prima frazione sia piu
N _n
X
D d
Allora il quoziente della divisione fra le due
frazioni sara maggiore di 1.

N.n_Nd _Nd
D'd Dn nD
Una frazione e maggiore di 1 solo quando il
numeratore € piu grande del denominatore. Cosli
deve essere nell’ultima frazione che abbiamo
scritto. Quindi, se e vero quello che abbiamo
supposto poco fa, cioé che la prima frazione é la
piu grande, sara anche vero che:
N-d>n-D
Se invece la prima frazione é la piu piccola
dovremmo trovare:
N-d<n-D
Se, infine, le due frazioni fossero uguali,
dovremmo trovare:
N-d=n-D
N-d e n'D non sono altro che le due
moltiplicazioni in croce. Ecco perché il metodo
deve funzionare sempre!

grande della seconda:
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SOMMA E DIFFERENZA

La somma e la differenza fra due frazioni con lo
stesso denominatore € intuitivamente facile. Si
puo verificare anche graficamente:

Talvolta, come abbiamo fatto in questo caso, si
puo semplificare il risultato.
Quando i denominatori non sono uguali e
necessario prima ridurre le frazioni allo stesso
denominatore.

51,110 4 3 _9_3

6 3 4 12 12 12 12 4
Come vedi, si preferisce calcolare una sola volta
il minimo comun denominatore di tutte le
frazioni coinvolte. Nella pratica si scrivono i
passaggi in una forma leggermente diversa,
anche se i calcoli rimangono gli stessi.
L’espressione diventa piu leggibile se si scrive
un’unica grande frazione formato famiglia.

5 1,1_10-4+3_9 3

6 3 4 12 12 4
E utile ridurre, preliminarmente, le frazioni ai
minimi termini. Altrimenti si rischia di produrre
numeri inutilmente grandi.

15 143 2 _9-8_1

20 21 4 3 12 12
Spesso compare un numero intero. Bisogna
interpretarlo come una frazione con
denominatore 1. Si sottintendono passaggi del

1 2 3 4

genere 1—1,2—1,3—1,4—1,
Una espressione con ’addizione fra un numero
intero ed una frazione propria prende il nome di

. 1
numero misto: 3+ Z

La somma dei due addendi e sempre una
frazione impropria. A volte ci viene richiesto di
trascrivere una frazione impropria sotto forma
17 3
- = 2 +—
7 7

di numero misto:

Si puo procedere per via grafica (ci vuole piu
tempo ma si impara di piu) oppure si divide il
numeratore per il denominatore: il quoziente
corrisponde alla parte intera, il resto al nuovo

. . 17
denominatore. Proviamo con —-

7
17 : 7 fa 2 col resto di 3.
2 é la parte intera e 3 ¢ il nuovo numeratore.

7 7
13 1
_:3+_
4 4

Nel passaggio inverso bisogna moltiplicare

I’intero per il denominatore ed aggiungere il
3 13

2+—=—
5 5

numeratore:

Esercizio. Calcola

Un semplice calcolatore lo trovi all’indirizzo:
https://www.geogebra.org/m/UdkKn2vk
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MOLTIPLICAZIONE

Abbiamo gia trovato, in tutti i problemi, la
moltiplicazione fra una frazione ed un numero
intero. Forse non te ne sarai accorto perché
mancava il segno di moltiplicazione. Infatti e
consentito sottintenderlo. Vediamo un altro
esempio. Una bottiglia di vino di solito contiene
% 1, ma sull’etichetta e scritto 750 ml. Infatti 1

litro = 1.000 ml e %-1000 ml =750 ml

Nella lingua italiana, la preposizione “di”, posta
fra una frazione ed una quantita, indica
’operazione di moltiplicazione. Traduciamo ora
dai segni matematici nella lingua italiana:

un terzo di un mezzo

| = W=
|H N |~

= un quinto di un quarto

Eseguiamo dette operazioni prima graficamente:

o B

Un terzo di un mezzo € un sesto.
Un quinto di un quarto é un ventesimo.

111
Ora scriviamo come frazioni: 13 12 ?
54 20

Quando si moltiplicano due frazioni unitarie

basta moltiplicare fra di loro i denominatori.

Se invece si moltiplica una frazione unitaria per

un numero intero, basta ricopiare 1’intero al

513
4 4

Puoi verificarlo graficamente.

Una uguaglianza la si puo scrivere anche al

numeratore:

. . 3 1 . .
contrario, cosi: Z:B-Z Questa e la chiave

che ci permette di moltiplicare fra di loro due

frazioni qualsiasi: separiamo i numeratori dai

denominatori. 3.4_ 3~l . 4'l
57 5 7
Applichiamo la proprieta commutativa...
3.1.4.1 :3.4.1.1
5 7 57
Quella associativa... (3-4)- (ll) —12. L
57 35
L’ultimo passaggio é semplice 12- L
35 35

Nella pratica si usa un procedimento che e
sostanzialmente identico ma salta i passaggi.
Non si separano esplicitamente i due termini di
ogni frazione ma si e liberi di semplificare un
qualsiasi numeratore con qualsiasi
denominatore; sempre cha abbiano un fattore in
comune, € ovvio. Si celebra una sorta di festival
della semplificazione. Segui questo esempio:
12 11 10

Possiamo semplificare il 5 col 10 ed il 6 col 12.

567 _117

12 11 10 2 11 2
Adesso moltiplichiamo fra di loro numeratore
con numeratore e denominatore con

denominatore. 1:1:7 = 7. 2:11-2 = 44,
S5 6 7 _117_7
12 11 10 2 11 2 44

In casi particolari la semplificazione é totale.

58_11_,

85 11
Due frazioni come queste, che differiscono fra
di loro per il solo fatto che numeratore e
denominatore si sono reciprocamente scambiati
i propri posti, si dicono frazioni reciproche.
Due numeri il cui prodotto sia 1 si dicono
numeri inversi. Ad es., siccome 1,6 - 0,625 =1,
0,625 e l’inverso di 1,6 e 1,6 e I’inverso di
0,625. Per ottenere l’inverso di un numero
qualsiasi x basta dividere 1 : x. Due frazioni
reciproche sono anche una l’inversa dell’altra,
perché il loro prodotto e 1.

Ne sappiamo abbastanza per affrontare le
3)3 _222_2

5/ 555 5

La potenza di una frazione si calcola elevando
a potenza separatamente i due termini.

potenze
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DIVISIONE

Vado a comprare il latte. La bottiglia piu piccola
ne contiene % litro. Per fare una colazione ne
consumo % 1. Quante colazioni posso fare con
una bottiglia? Quante volte entra % in %2 ?

1.1_ .

2°4
Ancora non sappiamo calcolare le divisioni fra
frazioni. Aggiriamo |’ostacolo passando ai
millilitri. % 1 = 500ml. % 1 = 250ml.

500 ml : 250 ml = 2
Era necessario utilizzare i sottomultipli? No!
0,51: 0,251 = ...
Come si eseguono le divisioni con i numeri
decimali? Si sfrutta la proprieta invariantiva
della divisione e si spostano entrambe le virgole
di due posizioni a destra.
0,51:0,251=50:25=2
Questo e solo un caso particolare della proprieta
invariantiva. In generale siamo liberi di
moltiplicare dividendo e divisore per un numero
qualsiasi, escluso lo zero. Quindi un trucco piu
efficiente potrebbe essere quello di moltiplicare
i due termini, anziché per 100, per 4.
0,51:0,251=(0,5-4):(0,25-4)=2:1=2

Il divisore e diventato 1 e noi sappiamo che le
divisioni per 1 sono le piu semplici del mondo;
1 e I’elemento invariantivo della divisione. In
pratica la divisione non 1’abbiamo fatta piu; al
suo posto abbiamo calcolato due
moltiplicazioni.
Il massimo dell’efficienza € stato raggiunto
moltiplicando entrambi i termini per I’inverso
del divisore. Perché con i numeri decimali non
facciamo mai cosi? Mica e facile costruire
I’inverso di un numero decimale: dobbiamo
eseguire una vera e propria divisione!
Invertire una frazione € invece un giochetto:
basta scambiare di posto numeratore e
denominatore.
Ritorniamo alla divisione fra frazioni:

11

274

ol e A .4

Qui il divisore e 2 il cui inverso e 1 =4

Moltiplichiamo per 4 entrambe le frazioni.

FIER

Questo meccanismo risolve il problema di come
dividere le frazioni fra di loro. Un esempio piu

complesso:
2.3_(27).(3.7)_(2.7).,_27
5°'7 \53)173) 153" 53

Nella pratica tutti questi passaggi vengono
saltati e si applica una regola che ci porta
direttamente allo stesso prodotto:

Al posto dei due punti scrivi il segno di
moltiplicazione; inverti la frazione che segue.
9.5_98_39
408 40 5 25
Questo trucco non € limitato alle frazioni.
Possiamo trasformare qualsiasi divisione in
moltiplicazione. Es.: invece di dividere per 5
moltiplichiamo per 1/5. Acquistiamo le

proprieta commutativa ed associativa!

10-8:5=10-8%:10%-8:2-8=16
L’inverso di un numero intero e una frazione
unitaria. Dividere per 2 significa prendere la
meta, ossia moltiplicare per Y%.

Sappiamo gia che siamo liberi di sostituire la
linea di frazione col segno di divisione. La
terzultima espressione diventa

(9:40):(5:8)
Possiamo applicare due trucchi di pag. 12. Se
una parentesi e preceduta dai due punti e non
contiene segni + e segni — , possiamo togliere la
parentesi ma dobbiamo invertire le operazioni
al suo interno:

(9:40) : (5:8) =(9:40): 5-8=(9:40)-8:5
Se invece la parentesi é preceduta dal segno di
moltiplicazione siamo liberi di togliere o
mettere la parentesi.

(9:40)-8:5=(9:40)-(8:5)
Se adesso sostituisci i due punti con la linea di
frazione trovi una moltiplicazione fra frazioni.
Usando le frazioni possiamo dimostrare la
correttezza delle nostre regole sulle parentesi.

Vediamo infine un caso speciale.

39 13 _39:13 _3

100 25 100:25 4
Qui abbiamo diviso numeratore con numeratore
e denominatore con denominatore. Funziona
pochissime volte.
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GEOMETRIA EUCLIDEA

La Geometria studia le figure nello spazio e le
loro trasformazioni. Quella che noi studieremo
si chiama euclidea perché fu esposta in un libro
scritto da Euclide 23 secoli fa, dal titolo
“Elementi”. Come dice wikipedia:

Egli ha raccolto insieme, rielaborandolo e
sistemandolo, lo scibile disponibile nella sua
epoca. La sua opera é stata considerata per

oltre 20 secoli un testo esemplare per chiarezza
e rigore espositivo, e puo considerarsi il testo
per l'insegnamento della matematica e della
precisione argomentativa di maggior successo
della storia.
Durante questi secoli la nostra concezione della
Natura e la nostra tecnologia sono cambiate
radicalmente. La Geometria di Euclide, invece,
é rimasta valida. Difficilmente il suo record di
durata verra mai superato da un’altra opera nel
campo del pensiero. Anche se Euclide non
scopri tutto da solo, suo fu il merito di
dimostrare con la logica tutte le sue
affermazioni e di collegarle fra loro.
L’ammirazione che ancora desta questo
capolavoro, oltre a dimostrare il potere e ’utilita
della logica, ebbe purtroppo due conseguenze
negative sullo sviluppo della Scienza, delle
quali Euclide non ha alcuna colpa. Gli antichi
scienziati si convinsero, e su questo siamo
d’accordo ancora oggi, che i sensi spesso ci
ingannano e che le cose sono in realta diverse da
quello che ci appaiono. Purtroppo la loro
reazione fu quella di confidare unicamente nel
ragionamento ed ignorare 1’osservazione della
natura. Fu solo con Galileo Galilei che
’osservazione fu rivalutata e nacque la Scienza
moderna.
La seconda conseguenza, meno negativa a dire
il vero, fu quella di credere che le idee siano piu
vere delle cose concrete. Queste, infatti, sono
sempre imperfette, mentre le idee sono pure.
Una linea ideale, per esempio, é perfettamente
sottile, mentre una linea disegnata col gesso ha
uno spessore visibile ed irregolare. Oggi
sappiamo che la materia e fatta di atomi e
molecole, i quali non sono infinitamente piccoli,
bensi sono grandi circa un nanometro. Le linee
infinitamente sottili sono un’invenzione della
nostra mente. Anche i concetti di spazio e tempo

sono nostri modi di pensare, di cui non
sappiamo fare a meno per descrivere I’Universo,
ma non sono oggetti reali come il Sole, un gatto
0 un elettrone.

Mentre fino a un paio di secoli fa si credeva che
la Matematica, in quanto perfetta, fosse piu
reale degli oggetti che ci circondano, oggi
guardiamo alla Matematica come ad una
invenzione dell’uomo, alla pari di un gioco le
cui regole sono state fissate a piacere.

Il significato della Matematica sembra svalutato
da questo approccio, ma la sua importanza non
lo e affatto. Nessuno puo negare come la
Scienza moderna, saldamente fondata sulla
Matematica, abbia drasticamente migliorato il
tenore di vita dell’umanita negli ultimi quattro
secoli. Siamo molto piu ricchi ed in salute dei
nostri avi.

Oggi nessuno studia direttamente dal libro di
Euclide. Noi ne daremo una versione alquanto
semplificata.

ENTI FONDAMENTALI

Su un vocabolario della lingua italiana puoi
trovare le definizioni di “punto”, “linea”,
“spazio”, ecc. Le definizioni sono composte da
altre parole italiane che si ritiene siano gia note.
Lo stesso dizionario, in mano ad un cinese od
un russo, sarebbe inutile. Per trasmettere la
conoscenza, € necessario trovare dei concetti
noti sia a che parla che a chi ascolta. Ma non si
puo essere mai certi che entrambi attribuiscano
lo stesso significato ad ogni parola. Come uscire
da questo vicolo cieco?

Euclide comprese che la pretesa di partire da
zero non era realizzabile. Scelse dunque, e noi
seguiremo il suo insegnamento, pochi e semplici
oggetti fondamentali, che debbono essere intuiti
anziché definiti. I primi due sono il punto, la
cosa piu piccola che possa essere concepita, e lo
spazio, un qualcosa di illimitato che contiene
tutti i punti. La linea e una sequenza ininterrotta
di punti: immaginala come un filo sospeso
disordinatamente nello spazio. La retta e una
linea senza curve, con un’unica dimensione. Il
piano e un insieme di punti e di rette ed ha due
dimensioni. Come ci sono linee che non sono
rette, puo esistere una superficie che non sia
piana.
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ASSIOMI

Una volta introdotti gli enti fondamentali,
Euclide descrisse un minimo di relazioni fra di
essi che chiamo assiomi, ossia “verita evidenti a
chiunque”. Oggi siamo un po’ piu cauti e
possibilisti; preferiamo usare la parola postulato
che significa “verita accettata da tutti perché ci
fa comodo”.

Pensa a fatti di cronaca nera, accaduti magari un
decennio fa, dibattuti in lungo e in largo su
giornali e TV, per i quali sono stati celebrati tre
lunghi processi se non di piu. C’e sempre chi
ritiene I’imputato colpevole e chi lo ritiene
innocente e non ci sara mai modo di mettere
tutti d’accordo. Per ogni argomento di
discussione, dalla fede alla storia, dalla scienza
all’economia, c’é sempre chi la pensa
diversamente, o perché fermamente convinto o
per spirito di contraddizione.

Se vogliamo fondare una teoria sulla logica e
necessario avere delle certezze assolute su cui
poggiare i nostri ragionamenti, altrimenti non
faremo altro che rimettere in discussione le cose
che sembravano assodate, invece che scoprirne
di nuove. Quindi: limitiamo i nostri discorsi ad
un argomento ben definito ed accettiamo un
minimo di caratteristiche come indubitabili, non
perché siano dimostrate, ma perché altrimenti
nessun fatto geometrico sarebbe mai accettabile.
Meno saranno i postulati, tanto piu facile sara
accettarli. Detto questo, d’ora in poi
attribuiremo lo stesso significato alle parole
assioma e postulato.

Per duemila anni la cosa ha funzionato
perfettamente. Funziona ancora oggi, ma negli
ultimi secoli e stato apportato qualche lieve
miglioramento da un parte, alcune precisazioni
dall’altra. Per questo gli assiomi che qui
riportiamo sono formulati diversamente rispetto
agli originali di Euclide.

1) Per un punto passano infinite rette.

2) Per due punti passa sempre una retta; una
sola e non di piu.

3) Se una retta ha due punti in comune con un
piano, quella retta giace tutta sul piano. Tutti i
punti della retta sono anche punti del piano.

4) Per una retta passano infiniti piani.

5) Per tre punti non allineati passa un unico
piano.

SEGMENTI

Un punto qualsiasi su una retta la divide in due
parti, chiamate semirette. Presi invece due punti
distinti su una retta, la parte fra loro compresa si
chiama segmento. I due punti fanno parte del
segmento e si dicono estremi. Si usano lettere
minuscole per i nomi delle rette. Si usano lettere
maiuscole per i nomi dei punti. Si nominano i
segmenti mettendo assieme i nomi degli
estremi: il segmento che va dal punto A al punto
B si chiama AB.

Per il secondo assioma di Euclide, presi due
punti qualsiasi nello spazio, esiste un solo
segmento che li unisce. Viene detto distanza fra
i due punti. Due segmenti si dicono consecutivi
se hanno un estremo in comune. Il segmento AB
e quello BC sono consecutivi.

A~p — ¢

Quando due segmenti consecutivi giacciono
sulla stessa retta si dicono adiacenti.
A B C

Una serie di segmenti consecutivi forma una
linea spezzata che puo essere aperta o chiusa.
Se due di A
questi
segmenti
si tagliano
a vicenda, B C D

la spezzata

si dice E
intrecciata. A H

CONGRUENZA

I segmenti sono insiemi di punti. Due insiemi si
dicono uguali solo se contengono i medesimi
elementi. Quindi due figure geometriche si
dicono uguali solo quando ogni punto di una di
esse appartiene anche all’altra; in pratica
devono coincidere. Per dire invece che due
figure distinte contengono lo stesso numero di
punti con la stessa disposizione si usa la parola
congruente, che significa sovrapponibile. Si
immagina cioe di staccare una figura dal piano,
eventualmente di ribaltarla, ruotarla e traslarla, e
infine di sovrapporla all’altra. Esempio: le
lettere p e q sono congruenti.
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CONFRONTO FRA SEGMENTI

Per confrontare due segmenti se ne trasporta
uno sull’altro. Se si sovrappongono
perfettamente, allora sono congruenti ed hanno
la stessa lunghezza. Altrimenti uno e piu lungo
dell’altro.

Qualsiasi punto del segmento AB sara piu
vicino ad A oppure piu vicino a B. Esistera un
solo punto, che non manca mai, che sara
distante tanto da A quanto da B. Si dice
equidistante da A e da B. Nella figura si tratta
del punto M. A M B
Si chiama
punto medio del segmento. Per dire che AM ed
MB sono congruenti si scrive: AM = MB. Per
dire che la lunghezza di AM e uguale a quella di
MB si scrive: AM = MB.

Possiamo anche scrivere: AB = 2 MB.

ANGOLI

Due semirette, se hanno 1’origine in comune,
dividono il piano in due parti. Ciascuna parte si
chiama angolo. Le semirette (che appartengono
ad entrambi gli angoli) si chiamano lati
dell’angolo, 1’origine in comune si chiama
vertice.

Dei due angoli, quello
bianco si dice convesso,
quello colorato concavo.
Ecco due definizioni:

1) Se un angolo contiene
i prolungamenti dei
propri lati & concavo, altrimenti & convesso.

2) Se il segmento che unisce due punti qualsiasi
dell’angolo e sempre compreso nello stesso,
I’angolo e convesso. Altrimenti e concavo.
Questa seconda definizione € meno facile da
utilizzare, perché i due punti che mettono in
evidenza la concavita non possono essere presi a
caso.

Gli angoli prendono il nome dal vertice. Se il
vertice si chiama A, 1’angolo convesso sara A,
quello concavo A. Spesso si aggiungono gli
estremi di due segmenti che partono da A. Ad
es.: BAC.: il vertice é A, i lati sono AB ed AC.
Rifletti. Secondo le definizioni 1) e 2), un
angolo piatto e concavo o convesso? Finisci di
leggere la pagina e poi rispondi.

Due angoli si dicono consecutivi se hanno un
lato in comune.
Due angoli consecutivi si dicono adiacenti se i
lati non in comune formano un’unica retta.
Non sempre gli angoli sono immobili. Le due
lancette di un orologio funzionante formano un
angolo che non e mai lo stesso, perché si
muovono con velocita diverse. Capita 22 volte
al giorno che si sovrappongano. In quell’istante
I’angolo convesso si dice nullo, perché coincide
con una semiretta, mentre 1’angolo concavo
coincide con I’intero piano e si dice giro.
Anche gli angoli si possono confrontare e
misurare tramite operazioni di trasporto. Ogni
angolo puo essere diviso in due angoli piu
piccoli, grandi la meta. La semiretta che li
separa si chiama bisettrice. Ogni punto della
bisettrice e equidistante dai due lati. Viceversa,
ogni punto dell’angolo che sia equidistante dai
due lati deve trovarsi sulla bisettrice.
Per misurare gli angoli si usa il grado
sessagesimale, definito come la 360" parte
dell’angolo giro. Ad alcuni valori corrispondono
nomi particolari:
0° nullo
>0°e <90° acuto
90° retto
>90° e <180° ottuso
180° piatto
> 180° e < 360° concavo
360° giro
Si usano aggettivi particolari per coppie di
angoli la cui somma sia 90°, 180° o 360°.
Possono avere punti in comune o possono non
averli, non ha alcuna importanza. L’unica cosa
che interessa e la loro somma.
somma = 90° angoli complementari
somma = 180° angoli supplementari
somma = 360° angoli esplementari
Due angoli adiacenti sono sempre
supplementari, ma due angoli supplementari
non sono necessariamente adiacenti.
Due angoli che abbiano il vertice in comune e
tali che i prolungamenti dell’uno siano i lati
dell’altro si chiamano opposti al vertice. Due
angoli opposti al vertice sono congruenti.

Esercizio. Disegna due angoli opposti al vertice
che siano, allo stesso tempo, anche consecutivi.
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RETTE PERPENDICOLARI

Poiché per due punti passa una sola retta, se due
rette hanno due punti in comune devono avere
in comune anche tutti gli altri, cioe coincidono.
Due rette distinte o non si incontrano mai
oppure si incontrano in un solo punto. In questo
caso si chiamano incidenti e il punto in cui si
incontrano si chiama intersezione. Se
prendiamo, oltre all’intersezione, un punto su
una retta ed uno sull’altra, abbiamo preso tre
punti non allineati. Siccome per tre punti non
allineati passa un piano, se due rette si
intersecano esse giacciono nello stesso piano.
Le rette dividono il piano in quattro angoli.
Preso uno qualsiasi dei quattro angoli,

ce ne sara un altro opposto al vertice ed altri due
adiacenti.

In generale avremo una coppia di angoli acuti,
congruenti fra di loro, ed una coppia di angoli
ottusi, anch'essi congruenti.

Ruotando
progressivamente
una delle rette in
modo da allargare
gli angoli acuti,

ad un certo punto
tutti e quattro gli
angoli saranno retti.
Due rette che dividono il piano in 4 angoli retti
si dicono perpendicolari. Sono molto frequenti,
tanto e vero che le squadre da disegno servono
principalmente per disegnare segmenti
perpendicolari fra di loro.Il simbolo L
significa: “perpendicolare a”. Preso un punto P
esterno ad una retta r, si puo costruire una nuova
retta s passante da P in modo che sias L 1. Si fa
coincidere la riga con la retta r, si poggia contro
di essa un lato corto della squadra e la si fa
scorrere fino a che I’altro lato corto non venga
in contatto con P. Adesso si traccia la
perpendicolare. Per un punto esterno ad una
retta passa una ed una sola perpendicolare.
Di tutti i segmenti che collegano il punto P alla
retta r, quello perpendicolare é il piu breve. Te

ne rendi conto ogni volta che attraversi una
strada.

I1 punto Q di intersezione sara, fra tutti i punti di
1, quello piu vicino a P. Infatti il segmento PQ si
chiama distanza di P dalla retta r. Q si chiama
piede della perpendicolare oppure proiezione
di P su r. Qualsiasi punto del piano puo essere
proiettato su r. Nel caso estremo di un punto
della stessa retta r, esso coincidera con la
propria proiezione. Si puo proiettare anche una
figura, come un segmento, una

semiretta. ..

S ——

A' B' G

La proiezione di un segmento € in genere un
altro segmento, mai piu lungo di quello di
partenza. Al limite, la proiezione di un segmento
come CD, L r, si riduce ad un unico punto.
Usando riga e squadra, possiamo partire da un
qualsiasi segmento AB e tracciare la
perpendicolare che passa per il suo punto
medio. Tale retta prende il nome di asse del
segmento (linea tratteggiata nella prossima
figura).

A
Notiamo che, se prendiamo un punto del piano
da una parte dell’asse, esso sara piu vicino ad A;
se lo prendiamo dalla parte opposta sara piu
vicino a B. Queste due parti si chiamano
semipiani.
I punti dell’asse, e solo loro, sono equidistanti
da AedaB.
Problema. Dati tre punti qualsiasi dello spazio,
A, B e C, puo esistere un punto P, equidistante
da tutti e tre, tale che si possa scrivere: AP = BP
= CP ? Quanti di tali punti possono esistere?
Come si trovano? In quale caso non esiste
nessun punto equidistante da A, B e C?
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RETTE PARALLELE

Due rette dello stesso piano se non sono
incidenti si dicono parallele. Come abbiamo
visto prima, ci sono due modi diversi di essere
parallele: non avere nessun punto in comune
oppure avere tutti i punti in comune. In entrambi
i casi, due rette parallele hanno la stessa
direzione.
Abbiamo anche detto che, da un punto esterno
ad una retta, parte una sola perpendicolare. Se
da due punti distinti di una retta facciamo
partire due perpendicolari, esse non potranno
mai incontrarsi. Supponiamo per un attimo che
invece si incontrino in un punto P. Da questo
punto dovrebbero dunque partire due
perpendicolari alla stessa retta, ma abbiamo
appena ribadito che e impossibile. Quindi, se da
due punti dalla stessa retta facciamo partire due
perpendicolari, esse saranno parallele fra di
loro. Sfruttando tale idea puoi costruire la
parallela ad una retta data. Poggia un lato della
squadra lungo la retta ed un altro lato contro la
riga. Dopo aver fatto scorrere la squadra, traccia
la nuova retta. Da un punto esterno e possibile
tracciare una ed una sola parallela alla retta
data. Questo € un nuovo assioma, perché non
possiamo dimostrarlo a partire dagli assiomi
precedenti.
Due rette parallele sono come due binari. La
loro distanza non dipende dal punto in cui la
misuriamo.
Usiamo il simbolo I per indicare il parallelismo.
Ad esempio, per dire che le rette r ed s sono
parallele si scrive:

rls
Prendiamo quattro o cinque rette parallele. Per
rendere piu chiara la cosa, le disegniamo
orizzontali, ma quello che diremo ha carattere
generale. Se una retta trasversale taglia una
sola delle parallele, tagliera anche le restanti,
sempre con gli stessi angoli.

L~

/

L

=
——

Questi incroci si ripetono uguali identici come
tante fotocopie.

Gli angoli formati da due rette incidenti
dipendono unicamente dalle loro direzioni.
Abbiamo detto che rette parallele hanno la
stessa direzione. Pertanto devono formare
angoli uguali con la stessa trasversale. Questi
angoli si dicono corrispondenti, perché si
corrispondono nelle tante “fotocopie”.

Gli angoli corrispondenti sono congruenti fra di
loro, ma anche con gli angoli opposti al vertice,
mentre sono supplementari con gli angoli
adiacenti.

Vengono a formarsi molte coppie particolari di
angoli cui sono stati dati dei nomi che dovrai

ricordare.
Come abbiamo gia

detto,

gli angoli
corrispondenti
sono congruenti.

RN

EON

Angoli
alterni
esterni
sono congruenti.

)/

v
A

/
7
/

/<é/

/

Angoli alterni
interni
sono congruenti.

N

Angoli coniugati
esterni sono
supplementari.

Angoliconiugati
interni sono
supplementari.
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Basta ricordare alcune semplici regole per non
sbagliare mai. Se due angoli sono entrambi
dentro i “binari” si dicono interni. Se sono
entrambi fuori dai binari, su lati opposti, si
dicono esterni. Se si trovano dalla stessa parte
rispetto alla trasversale si dicono coniugati.
Altrimenti si dicono alterni. Gli angoli
corrispondenti si trovano uno dentro ed uno
fuori dai binari.

Allenati e divertiti con 1’apposito gioco.

Le relazioni fra gli angoli (tipo: “sono
congruenti” o “sono supplementari”) valgono
solo se le rette sono parallele.

Basta rilevare che una sola delle precedenti
relazioni fra gli angoli sia vera per dimostrare
che due rette sono parallele. Viceversa, se una
sola delle relazioni e falsa, le rette sicuramente
non sono parallele.

Esercizio
Individua le coppie
di segmenti
paralleli.

Soluzione
EF I GH perché

F eGsono
angoli coniugati
interni
supplementari.
FG I HI perché gli
angoli alterni
interni G e H sono
congruenti.

Ripeti questo esercizio fino a quando non ti
diventera familiare.

POLIGONI
A

C

Una linea spezzata chiusa, se giace su un piano,
lo divide in due regioni, una interna ed una
esterna. Quella interna e una figura che prende il
nome di poligono.

I segmenti della spezzata prendono il nome di
lati. I loro estremi si chiamano vertici. Nel caso
sopra illustrato, alcuni prolungamenti dei lati
entrano nella figura. Questo tipo di poligono
viene detto “stellato” o, pit comunemente,
concavo. Noi tratteremo invece altri poligoni
pit semplici, in cui i prolungamenti dei lati sono
sempre esterni ed in cui, presi due punti
qualsiasi del poligono, i segmenti che li
uniscono sono sempre interni. Pensa ad es. ad
un triangolo o un rettangolo: essi godono di tali
proprieta. Questi poligoni sono detti convessi.
Si usa nominare i vertici con le lettere in ordine
alfabetico, procedendo in senso antiorario. In un
poligono il numero di lati ¢ sempre uguale a
quello dei vertici. Due wvertici si dicono
consecutivi se sono gli estremi di uno stesso
lato. Due lati consecutivi delimitano un angolo
interno.

Un lato ed il prolungamento del lato
consecutivo formano invece un angolo esterno.
I due angoli con lo stesso vertice (interno ed
esterno) sono adiacenti, quindi la loro somma e
180°.

Se ritagli lungo le linee (intere e tratteggiate) la
figura qui sopra, poi metti da parte il poligono e
risistemi quel che gli stava attorno, vedrai che
non rimane nessun buco, che i margini degli
angoli esterni combaciano alla perfezione e che
la loro somma e un angolo giro.
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Che cosa misura, in pratica, un angolo giro?
Supponi di percorrere una pista di forma
poligonale, in senso antiorario. Mentre cammini
lungo un lato, procedi sempre diritto. Ogni volta
che arrivi ad un vertice ti fermi e ti giri un po’ su
te stesso, sempre in senso antiorario, prima di
ripartire. L’angolo esterno misura esattamente di
quanto ti devi girare. Quando tornerai nella
posizione di partenza, avrai fatto un giro
completo su te stesso. La somma di tutti gli
angoli esterni di un poligono convesso &
uguale ad un angolo giro.

A volte si dice semplicemente “angolo” senza
aggettivi: si sottintende interno.

E D

A

Immagina che questo poligono sia la piantina di
un castello. Tu ti trovi fuori, nel punto A, e vuoi
arrivare in B. Ti conviene percorrere il lato piu
lungo oppure i tanti lati piccoli? Sicuramente il
lato lungo, perché la linea piu breve fra due
punti e sempre quella retta. In qualsiasi
poligono nessun lato é piu lungo della somma
dei rimanenti.

La somma di tutti i lati si chiama perimetro.

Un poligono si dice equilatero quando i lati
sono tutti congruenti; equiangolo quando gli
angoli sono tutti congruenti; regolare quando e
contemporaneamente equilatero ed equiangolo.

Alcuni poligoni hanno un nome proprio:

numero di lati nome del poligono

3 triangolo
4 quadrilatero
5 pentagono
6 esagono

7 ettagono

8 ottagono
9 nonagono
10 decagono
11 undecagono
12 dodecagono

DIAGONALI

I lati uniscono vertici consecutivi di un
poligono. I segmenti che uniscono vertici non
consecutivi si chiamano diagonali. Prendiamo
uno dei 5 vertici di un pentagono. Quante
diagonali partono da esso? Dai 5 vertici
dobbiamo sottrarre il vertice stesso ed i due
vertici consecutivi: 5 — 3 = 2 diagonali. Questa e
una regola: il numero di diagonali che partono
da un vertice e uguale al numero dei lati del
poligono meno tre. Un triangolo non puo avere
diagonali. In un quadrato da ogni vertice parte
una diagonale. Se i vertici del quadrato sono 4,
come mai le diagonali sono solo 2? Ogni
diagonale parte da un vertice ed arriva ad un
altro. Non dobbiamo pero contarla sia quando
parte che quando arriva, ma la meta delle volte.
La formula e

diagonali=L - (L-3):2
in cui L = numero di lati. Se L e dispari, L-3 e
pari e viceversa. La divisione per due sara
sempre esatta.
Quanti diagonali ha un esagono?
L=6; D=6-(6 3):2=09.

SOMMA DEGLI ANGOLI INTERNI

E evidente che angolo interno + esterno = 180°.

La somma di tutti gli angoli, interni ed esterni,

di un poligono e data dal prodotto n -180° dove

n = numero di lati. Siccome la somma dei soli

angoli esterni e uguale a 360° = 2-180° la

somma di quelli interni e data dalla formula
(n-2)-180°

Problema 1: Calcola la somma degli angoli di
un quadrilatero.

Problema 2: Calcola I’ampiezza degli angoli
dei poligoni regolari con 3, 4, 5, 6, 8, 10 e 12
lati.

Problema 3: Un poligono regolare ha angoli
interni di 160°. Quanti lati ha?

Problema 4: Un poligono regolare ha angoli
interni di 150°. Quante diagonali ha?
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TRIANGOLI

Applichiamo ai triangoli quello che sappiamo
dei poligoni:

- Un triangolo non ha diagonali.

- Nessun lato puo essere piu

lungo della somma degli altri

due.

- La somma degli angoli interni e 180°.

Il triangolo e anche [’unico poligono
indeformabile. Prova ad esempio a prendere 4
pennarelli della stessa lunghezza. Disponili a
formare un quadrato. Nota come puoi
progressivamente deformare il quadrato che
diventera un rombo sempre piu allungato o
allargato.

Prova adesso con soli Q

tre pennarelli.

Riuscirai a formare un

unico triangolo indeformabile e rigido. Questa
proprieta é stata sfruttata da millenni nella
costruzione di tetti e ponti. Se osservi una gru,
la sua struttura € composta da tanti triangoli.
Preso un vertice qualsiasi di un triangolo, esso
sara I’estremo di due lati, adiacenti sia rispetto
al vertice che all’angolo. L’altro lato si dice
Opposto.

Relazioni fra lati ed angoli. Puoi costruire un
triangolo irrigidendo pollice ed indice di una
mano e poggiandoli contro l’altra mano. Se
avvicini il pollice all’indice il triangolo si
rimpicciolisce. I primi due lati (pollice ed
indice) rimangono costanti. Cambiano 1’ angolo
compreso ed il lato opposto. Puoi notare che il
lato piu lungo e sempre opposto all’angolo piu
ampio ed il lato piu corto all’angolo piu stretto.
Se riuscissi a stendere completamente le dita
formando un angolo piatto (non lo fare per
davvero: potresti farti male!), il triangolo
sarebbe schiacciato ed il terzo lato sarebbe la
somma degli altri due. Diminuendo 1’angolo
fino a zero, il triangolo si schiaccia nuovamente
ed il terzo lato diventa la differenza degli altri
due. In generale un qualsiasi lato sara
maggiore della differenza degli altri due e
minore della loro somma.

Domanda. Disponi di segmenti di lunghezze: 1,

2,4, 10, 15 e 26 cm. Scegliendone tre alla volta,
quanti triangoli puoi costruire?

Somma degli Angoli. Possiamo fornire una
dimostrazione diversa da quelle gia date.
Tracciamo, per un-----
vertice, la parallela al lato
opposto. Gli angoli che
abbiamo disegnato con lo- - -
stesso numero di archetti sono alterni interni,
quindi congruenti. L’angolo piatto in alto e
scomponibile in tre angoli che corrispondono a
quelli del triangolo. La somma degli angoli del
triangolo é un angolo piatto.

Se dal vertice di un

poligono di n lati

tracciamo tutte le

diagonali possibili,

scomponiamo il poligono

in n-2 triangoli.

La somma degli angoli

del poligono e uguale alla somma degli angoli
di tutti i triangoli, quindi a n-2 angoli piatti.

Classificazione rispetto ai lati. Un triangolo si
dice: scaleno quando non ha lati congruenti;
isoscele quando almeno due lo sono; equilatero
quando tutti e tre lo sono. L’insieme degli
equilateri e un sottoinsieme degli isosceli.
Quando due lati sono congruenti, anche gli
angoli opposti devono esserlo fra di loro.
Quindi, nel triangolo isoscele, due angoli, detti
“alla base”, sono congruenti. Il terzo angolo,
detto “al vertice”, € quello compreso fra i lati
congruenti. “Base” e il nome dato al lato non
congruente, che di solito si disegna
orizzontalmente, sotto al resto del triangolo.

Un triangolo equilatero € un poligono regolare.
Quanto sono ampi i suoi angoli?
Classificazione rispetto agli angoli. Un
triangolo non puo avere due angoli retti o ottusi,
altrimenti la somma dei suoi angoli sarebbe
maggiore di un angolo piatto. Potrebbe
essercene uno ottuso; in tal caso il triangolo si
chiama ottusangolo. Se uno degli angoli e retto,
il triangolo si chiama rettangolo. I due lati
perpendicolari fra di loro si chiamano cateti. Il
lato opposto all’angolo retto si chiama
ipotenusa. I triangoli acutangoli hanno tutti gli
angoli acuti.

Esercizio. I lati di un triangolo misurano: 9, 18
e 19 cm. Prova adisegnarlo. Classifica il
triangolo rispetto agli angoli.
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CRITERI DI CONGRUENZA

Bastano tre punti non allineati per individuare
un triangolo. Vogliamo ora capire come
confrontare due triangoli posti in posizioni
diverse e verificare il piu velocemente possibile
se sono congruenti oppure no. Gli elementi in
totale sono sei (le tre lunghezze dei lati e le tre
ampiezze degli angoli). Fra poco vedremo che
basta confrontarne tre, se scelti in maniera
opportuna.

Incominciamo dal primo criterio: due triangoli
sono congruenti se hanno due lati e I’angolo
compreso congruenti. Mettiamo che un
compagno ti telefona: “Ho disegnato un
triangolo con un lato di 3cm, uno di 5cm e
I’angolo compreso di 45°. Sai farlo anche tu?”
Parti disegnando un angolo di 45°.
Misura 3 cm su di un C* B

lato e 5 cm sull’altro. ‘\45°\\\

Hai gia disegnato tutti el

i vertici del tuo Y, T el
triangolo. Non devi far Q =
altro che collegarli. \

Pur volendo sbagliare non puoi, perché ormai e
gia tutto fissato. Non hai nessuna liberta nello
scegliere le altre grandezze del triangolo. I tre
valori comunicati dal compagno sono stati
sufficienti per definirlo.

Secondo criterio:due triangoli sono
congruenti se hanno un lato ed i due angoli
adiacenti congruenti. Un altro amico telefona:
“Ho disegnato un triangolo con un lato di 5 cm
e gli angoli ad esso adiacenti di 40° e di 50°. Lo
sai disegnare anche tu?”. A sinistra c’e quello
che lui ha disegnato. A destra la tua costruzione:

40° .
S ,’
N 2
R
/' M
l' \\
'/ b
50° ’ >
> S
534 500 40<> \\‘

Dopo che hai disegnato il lato ed i due angoli, i
lati tratteggiati degli angoli si incontrano in un
unico punto. Questo sara il terzo vertice del tuo
triangolo, che pertanto € pienamente definito.
Hai copiato solo tre valori dal tuo compagno,

ma non sei libero di scegliere né le lunghezze
degli altri due lati, né 1’ampiezza dell’ultimo
angolo. Non sei riuscito a ripetere né il verso né
I’orientazione, perché non avevi dati al
riguardo, ma cio non ha importanza. I due
triangoli sono comunque congruenti.

Terzo criterio: due triangoli sono congruenti
se hanno i lati congruenti. In altre parole
bastano le lunghezze dei lati per definire gli
angoli. Questa e una diretta conseguenza del
fatto che i triangoli sono indeformabili. Se vuoi

disegnare un i
triangolo, note le ik

. . U
lunghezze dei lati, iy

\
prima ne disegni ] v
uno, di solito il lato & ;
pit lungo. Facendo
centro nei suoi estremi, traccia col compasso
due archi di circonferenza con raggi uguali alle
altre due lunghezze. L’intersezione dei due archi
identifica il terzo vertice.
Nota infine che tutte le
altre combinazioni di tre
elementi a caso non sono
sufficienti per definire un
triangolo. Questi tre
triangoli non si sovrappongono. I loro angoli
hanno le stesse identiche ampiezze, quindi tre
grandezze su sei sono uguali, ma cio non basta
per renderli congruenti.
BC = BD. Il triangolo
ABD e acutangolo,
quello ABC e
ottusangolo. Pur
avendo tre elementi
congruenti (quali?), i due triangoli sono
notevolmente diversi.
Sai bene che i valori degli angoli devono
soddisfare una condizione: la loro somma deve
fare 180°. Se scegli i valori dei primi due, hai
automaticamente fissato il valore del terzo. Due
triangoli non possono avere

due angoli congruenti senza 60°
che anche il terzo lo sia.

Problema. Questi due £oe 70°
triangoli hanno un lato in 60° 503

comune. Sono congruenti?
Supporta la tua risposta con
una dimostrazione. 202
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PUNTI NOTEVOLI

I lati del triangolo sono dei segmenti. Come tutti
i segmenti hanno un asse per ciascuno.

Tutti i punti dell’asse
del segmento AC,
compreso G, sono
equidistanti da A e da
C. Possiamo scrivere
GA =GC.

Lo stesso vale per I’asse del segmento BC.
Possiamo scrivere: GB = GC. Se sia GA che GB
sono uguali a GC, allora sono uguali fra loro:
GA =GB. G ¢ equidistante da A e da B. Tutti i
punti equidistanti da A e da B, compreso G,
devono trovarsi sull’asse del segmento AB.
Abbiamo cosi dimostrato che i tre assi devono
necessariamente incontrarsi in un unico punto.
Questo punto notevole prende il nome di
CIRCOCENTRO ed é I'unico punto del piano
equidistante dai tre vertici.

Nei triangoli acutangoli il circocentro é interno,
in quelli ottusangoli e esterno, nei triangoli
rettangoli coincide col punto medio
dell’ipotenusa. Siccome il circocentro e
equidistante dai tre vertici, la distanza dal punto
medio dell’ipotenusa al vertice opposto e la
meta dell’ipotenusa.

Ogni angolo ha una bisettrice. Il triangolo ne ha
tre. Ogni punto della bisettrice
di A, compreso D, & h
equidistante dai lati AB e AC.
Ogni punto della bisettrice di

B , compreso D, e
equidistante dai lati AB e BC. Quindi D e
equidistante da AC e BC. Qualsiasi punto
equidistante da AC e BC, compreso D, deve
trovarsi sulla bisettrice di C. Abbiamo cosi
dimostrato che le tre bisettrici devono
necessariamente incontrarsi nello stesso punto.
Questo punto notevole prende il nome di
INCENTRO ed e I’'unico punto del piano
equidistante dai tre lati. Esso si trova sempre
all’interno del triangolo.

Da un vertice si puo tracciare la perpendicolare
al lato opposto. Questo segmento si chiama
altezza e misura la distanza dal vertice al lato
opposto. Ogni triangolo ha tre altezze, ognuna
delle quali viene detta relativa al lato cui e

perpendicolare. Si puo dimostrare che le tre
altezze si incontrano in un unico punto, detto
ORTOCENTRO (ortogonale = perpendicolare).
In un triangolo ottusangolo, le altezze relative ai
lati minori sono esterne al triangolo; anche
I’ortocentro cade all’esterno. In un triangolo
rettangolo, 1’altezza relativa ad un cateto
coincide con 1’altro cateto e [’ortocentro
coincide col vertice dell’angolo retto. Nei
triangoli acutangoli I’ortocentro e interno.

Ogni segmento possiede un punto medio. Il
segmento che collega un vertice del triangolo
col punto medio del lato opposto si chiama
mediana. Si puo dimostrare che le tre mediane
si incontrano sempre in un unico punto detto
BARICENTRO. Ogni mediana resta divisa dal
baricentro in due parti; quella cui appartiene il
vertice € doppia dell'altra. Le mediane sono
sempre interne al triangolo. Una qualsiasi delle
infinite linee del piano che passano dal
baricentro divide a meta I’area del triangolo.

segui i LINK maiuscoli e manipola le figure dinamiche

La nostra faccia é simmetrica. Se comparisse un
neo su una guancia, esso spezzerebbe la
simmetria. Ma se il neo comparisse al centro
della fronte o sulla punta del naso la simmetria
verrebbe conservata, perché il naso si trova
lungo I’asse di simmetria. Un triangolo isoscele
e una figura simmetrica, in cui si possono
distinguere due meta speculari. Siccome di ogni
punto notevole esiste un unico esemplare,
questo non potrebbe trovarsi in una delle due
meta, perché spezzerebbe la simmetria. Per
esclusione, 1’unico luogo in cui i punti notevoli
possono trovarsi € 1’asse di simmetria. La
bisettrice dell’angolo al vertice e anche altezza,
mediana ed asse.

Un triangolo equilatero e tre volte isoscele.
Tutte e tre le bisettrici sono anche altezze,
mediane ed assi. I quattro punti notevoli
coincidono in un unico punto detto “centro del
triangolo”. L’altezza divide il triangolo
equilatero in due triangoli rettangoli in cui un
cateto e la meta dell’ipotenusa. Gli angoli acuti
misurano 30° e 60°.

Un triangolo con angoli di 45°, 45° e 90° e
rettangolo ed isoscele. L’altezza lo divide in due
triangoli ancora con angoli di 45°, 45° e 90°. Le
due meta possono essere ricombinate per
formare un quadrato. ALLENATI
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QUADRILATERI

I quadrilateri hanno 4 lati e 2 diagonali e la
somma degli angoli interni e 360°. Due lati si
dicono opposti se non hanno un estremo in
comune.

I trapezi sono un loro sottoinsieme. Li
contraddistingue la presenza di due lati paralleli,
non congruenti fra di loro, detti basi. Gli altri
due si chiamano lati obliqui. Il lato obliquo e
una trasversale che taglia le due basi parallele.
Pertanto gli angoli coniugati interni sono
supplementari: in un trapezio, gli angoli
adiacenti ai lati obliqui sono supplementari.
Un trapezio si dice rettangolo se contiene due
angoli retti. Se si prolungano i lati di un trapezio
rettangolo viene fuori un triangolo rettangolo.
Un trapezio isoscele é simmetrico. Non soltanto
i lati sono congruenti ma lo sono anche le loro
proiezioni sulla base maggiore e le diagonali.
Nessuna delle caratteristiche qui elencate per i
trapezi isosceli si ritrova negli altri trapezi. Se si
prolungano i lati di un trapezio isoscele viene
fuori un triangolo isoscele.

Se non ci sono né angoli né lati congruenti il
trapezio si dice scaleno. Di solito gli angoli
ottusi sono adiacenti alla base minore. Quando
uno di essi e adiacente alla base maggiore il
trapezio si dice ottusangolo.

Un quadrilatero in cui ogni lato e parallelo al
proprio opposto si chiama parallelogramma. Un
parallelogramma equiangolo si chiama
rettangolo perché i quattro angoli sono retti. Il
parallelogramma equilatero si chiama rombe. I
quadrati appartengono sia all’insieme dei
rettangoli che a quello dei rombi.

Esiste poi I’ aquilone, detto anche deltoide, che
contiene due coppie di angoli consecutivi
congruenti. [’insieme dei rombi e I’intersezione
fra i parallelogrammi e gli aquiloni.

Allenati a riconoscere tutti i quadrilateri di cui
abbiamo dato la definizione.

Dimostra che, in un parallelogramma, due
angoli sono supplementari se hanno un lato
in comune e, viceversa, un quadrilatero in cui
ogni angolo e supplementare dei suoi adiacenti e
un parallelogramma.

Dimostriamo ora altre importanti proposizioni.
Daremo un’idea del metodo di Euclide di
mostrare ogni nuova scoperta come
conseguenza delle precedenti. Non e
indispensabile ricordare tutte le dimostrazioni.
Devi pero ricordare almeno le frasi in neretto.

1) I lati opposti di un parallelogramma sono
congruenti. AT

La trasversale AC forma, con le ’

arallele AB e CD, i due angoli

Elterni interni disegnati congun B
solo archetto e con le parallele BC e AD gli
angoli alterni interni disegnati con due archetti.
I due triangoli, avendo un lato in comune e due

angoli congruenti, sono congruenti per il 2°
criterio. Di conseguenza AB=CD e BC=AD.

2) Un quadrilatero in cui i lati opposti sono
congruenti é un parallelogramma.

Usiamo la stessa figura del n. 1. I due triangoli
sono congruenti per il 3° criterio perché hanno
un lato in comune e gli altri due congruenti. Di
conseguenza, anche i loro angoli lo sono.
Siccome quelli congruenti sono alterni interni,
le rette che formano gli angoli devono essere
parallele.

3) Gli angoli opposti di un parallelogramma
sono congruenti.

Usiamo la stessa figura del n. 1. Abbiamo
dimostrato che i due triangoli sono congruenti.
Ne discende che anche gli angoli BeD lo
sono. A=C perché somme di angoli
congruenti.

4) Un quadrilatero in cui gli angoli opposti

sono congruenti é un parallelogramma.
A=C:B=D;A+C+B+D=360°

La semisomma degli angoli alla 4 / B

sinistra della linea tratteggiata e w

uguale all’altra semisomma.

Ogni semisomma deve valere JA ; -

360°:2=180°. AeB sono

coniugati interni. Siccome sono supplementari,

AD I BC. Lo stesso discorso si puo ripetere per

la semisomma di sopra ( A+D ) che ¢ uguale

aquelladisotto( B+C ).Se A+D=180°

allora AB I CD.
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5)Le diagonali di un parallelogramma si
tagliano a meta una con I’altra.

AD I BC per la definizionedi 4 D
parallelogramma. Gli angoli
con lo stesso numero di B ¢

archetti sono alterni interni e quindi congruenti.
La proposizione 1 dice che AD = BC. I triangoli
BCK e ADK sono congruenti per il 2° criterio.
Di conseguenza AK=CK e DK=BK.

6 ) Un quadrilatero in cui le diagonali si
tagliano a meta una con l’altra é un
parallelogramma. A b
Sono congruenti i

segmenti con lo stesso

numero di tacche (per B c
ipotesi) e gli angoli con lo stesso numero di
archetti (perché opposti al vertice).

I triangoli ADK e BCK sono congruenti per il
1° criterio. Per lo stesso motivo sono congruenti
i triangoli ABK e CDK. Insomma: i lati opposti
del quadrilatero sono congruenti. A questo punto
basta applicare la proposizione 2.

7) Le diagonali del rettangolo sono
congruenti. A D
I triangoli ABC e BCD sono
congruenti per il 1° criterio in
quanto hanno: BC in comune, ® ¢
AB=CD e B=C=90° . AC=BD in quanto
ipotenuse di triangoli congruenti.

8 ) Un parallelogramma con le diagonali
congruenti é un rettangolo. A8 B3P
Se e un parallelogramma le
due diagonali si dividono a
meta 1’una con I’altra.

Se esse sono congruenti, anche le mezze
diagonali sono congruenti e quindi i quattro
triangolini della figura sono isosceli. Gli angoli
alla base del triangolo isoscele sono congruenti.
Si notano due coppie di triangoli isosceli
congruenti (possiamo utilizzare sia il 1° che il
3° criterio per dimostrarlo). Abbiamo indicato
angoli congruenti con la stessa lettera
dell’alfabeto greco. Ogni angolo del
parallelogramma e uguale alla stessa somma «
+ B. Quindi il parallelogramma é equiangolo.
Attenzione: e facile costruire quadrilateri con
diagonali congruenti che non siano rettangoli.

BB Bc

Basta che le diagonali non si taglino a meta. Un
esempio gia visto e quello del trapezio isoscele.

9)Le diagonali di un rombo D
sono perpendicolari.
Poiché AD=CD il trlangoloA M \c

ACD e isoscele. 11 piede della
sua altezza e M, il punto medio

della base AC. Lo stesso B
discorso si puo ripetere per il
triangolo ABC.

DM L AC. BM L AC. Poiché per il punto M
passa una sola perpendicolare al segmento AC,
le due altezze DM e BM fanno parte della stessa
retta, e quindi della diagonale BD. Siccome AC
e anche I’altra diagonale del rombo, abbiamo
dimostrato che le diagonali sono perpendicolari.

10) Un parallelogramma con le diagonali
perpendicolari e un rombo.

Nella fig. 9 se le diagonali sono perpendicolari
formano 4 piccoli triangoli rettangoli. Per la
proposizione 5 ogni cateto € una mezza
diagonale del parallelogramma. Per il 1° criterio
i triangoli rettangoli sono tutti congruenti e tali
devono essere le loro ipotenuse. Quindi i quattro
lati del parallelogramma sono congruenti.
Attenzione: e facile costruire quadrilateri con
diagonali perpendicolari che non siano rombi.
Basta che le diagonali non si taglino a meta.

11) Le diagonali dell’aquilone sono
perpendicolari e una delle due taglia I’altra a
meta. Il ragionamento e lo stesso del n. 9.

12) Un quadrilatero in cui le diagonali sono
perpendicolari ed una delle due taglia I’altra
a meta e un aquilone. D
Supponiamo sia AC la diagonale
tagliata a meta: AM = MC. I
triangoli AMD e MCD sono
congruenti per il 1° criterio in
quanto AM = MC, DM é in
comune e gli angoli in M sono
retti. Pertanto AD = CD.
Ripetendo lo stesso
ragionamento per i due triangoli B
AMB e BCM si ottiene AB=CB.

M

G. Balacco — Matematica per la prima media — 40



