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COME USARE QUESTO
FASCICOLO

Per prima cosa devi seguire con la massima
attenzione le mie lezioni, perché il fascicolo
serve per ripeterle a casa.

Ho volutamente usato meno parole possibile. Mi
aspetto che tu legga lentamente e ti sofferma su
ogni frase fino a quando diventi chiara. Alla fine
della pagina prova a ripetere: a voce le
definizioni e le spiegazioni; per iscritto figure,
formule e calcoli.

Ogni capitolo richiede la perfetta conoscenza
dei capitoli che lo precedono. Una persona
normale non riesce a ricordare tutto con una
sola lettura. Devi quindi ristudiare i vecchi
argomenti a distanze di settimane e di mesi,
forse anche di anni.

Ho inserito alcuni problemi e alcuni argomenti
che potrebbero essere troppo difficili per te,
specie ad una prima lettura. Se hai seguito le
lezioni riuscirai a riconoscerli. Prova a
risolverli, se ti senti abbastanza sereno e
motivato; altrimenti saltali pure.

Questo fascicolo non é un libro di testo né un
suo sostituto. In linea di massima, devi usare il
libro per imparare nuovi argomenti e per
esercitarti, queste pagine per ripassare.

La matematica che viene proposta alla tua eta la
si impara solo con la pratica, ma qui troverai
principalmente teoria. Le due cose si aiutano a
vicenda, perché nessuna delle due si puo
comprendere facendo a meno dell’altra. Io mi
auguro che tu rimanga sempre curioso come un
bambino, come quei bambini che vogliono
conoscere il perché di ogni cosa. Qui troverai
tante risposte ai tuoi perché, risposte che poche
volte si trovano nei libri. Se, leggendole, dirai:
“Ci potevo arrivare anche da solo”, significa che
io avro raggiunto il mio scopo.

Preparati a sudare e ad affrontare sconfitte e
fallimenti. Imparare la matematica & un’impresa
e tu ne sarai l’artefice. Se lasci gli sforzi a
qualcun altro, sara lui ad imparare, non tu. Non
ti arrendere ed i risultati arriveranno. La
matematica € un gioco in cui tutti i giocatori
vincono e nessuno perde. Aiuta i tuoi compagni
di studi e confrontati con loro. Ne trarrai un
beneficio costante.

OLISMO O RIDUZIONISMO?

L’olismo ed il riduzionismo sono due modi di
pensare opposti. Secondo il riduzionismo il
nostro corpo € la somma delle sue cellule, un
cristallo non e altro che la somma dei suoi
atomi, un’automobile la somma dei suoi
componenti ed una squadra di calcio la somma
di undici calciatori. Secondo 1’olismo il nostro
corpo € piu della somma delle cellule, un
cristallo e qualcosa di piu che la somma dei suoi
atomi, un’automobile e piu che la somma dei
suoi componenti ed una squadra di calcio e
qualcosa di piu (o di meno) della somma di
undici calciatori. Sei libero di abbracciare uno
dei due modi di pensare, o di ignorarli entrambi.
Per quel che riguarda la matematica, il consiglio
che ti do e di studiarla in maniera olistica. Non
conviene separarla in tanti argomenti. Spesso
non é neanche possibile. Ad esempio: sapresti
spiegare la proprieta invariantiva della divisione
senza usare il concetto di moltiplicazione?
Oppure la proprieta distributiva senza mai
nominare addizione e sottrazione? E
impossibile.

Riduzionismo e dire: “Le tabelline sono
qualcosa da scuola elementare. In seconda
media non si studiano”; oppure: “La
scomposizione in fattori primi fa parte del
programma di prima media. Non si fa piu in
seconda”; oppure: “I compiti per domani
riguardano le frazioni; non ho bisogno di
ricordare le potenze”.

Olismo e cercare di ricordare tutto assieme, le
regole con le loro dimostrazioni, 1’aritmetica
con la geometria, le frazioni con le percentuali.
Chi studia in maniera riduzionistica impara
nuove regole ogni mese, ma dimentica tutto
quello che aveva studiato in precedenza, cosi
che il suo lavoro alla fine non lascia traccia. Chi
studia in maniera olistica riesce a vedere che
tutte le parti sono collegate dalla logica o
dall’analogia e che tutte le regole sono una
necessaria conseguenza dei concetti elementari
(numeri, operazioni, assiomi).
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NUMERI RAZIONALI

I numeri naturali sono semplici, versatili ma
hanno qualche limite. Ad es. non sempre
consentono 1’operazione di divisione. Abbiamo
gia aggirato il problema con I’introduzione delle
frazioni. Vogliamo ora dare una veste formale
rigorosa alla nostra soluzione. Definiamo come
classe di equivalenza I’insieme infinito di tutte
le frazioni che hanno lo stesso valore.

1234 5
Due di tali classi sono 2 4 6 810
3 6 9 12

8°16°24°32°

Il valore comune a tutti gli elementi di una
stessa classe lo chiamiamo numero razionale.
L’insieme degli infiniti numeri razionali si
indica con una Q. Per essere sicuri che questi
nuovi numeri ci risolvano i problemi anziché
crearli, dobbiamo costruirli in modo tale che:

1) T numeri naturali costituiscano un
sottoinsieme dei numeri razionali.

2) Si possano confrontare due numeri razionali.
3) Si possano usare in tutte le operazioni e le
operazioni devono godere delle stesse proprieta
di cui godevano con i numeri naturali.
Verifichiamo:

1) Un numero naturale pud essere scritto come
frazione con denominatore 1. Pertanto anche un
numero naturale € un numero razionale.

2) Un numero razionale puo essere
rappresentato come un punto sulla retta dei
numeri. L’operazione ti sembrera piu facile se
trasformerai la frazione in numero misto. Ad

esempio: %:5+% Questa frazione &

3

compresa fra i numeri naturali 5 e 6. Ogni
numero sara maggiore di quelli che cadono alla
sua sinistra e minore di quelli che cadono alla
sua destra.

3) Gia siamo in grado di operare con le frazioni,
quindi sappiamo che il terzo requisito e
soddisfatto.

Per rappresentare un numero razionale possiamo
usare una qualsiasi delle frazioni (di solito si
preferisce quella ridotta ai minimi termini)
oppure un numero decimale. Per trovare il
numero decimale corrispondente ad una
frazione basta dividere il numeratore per il

denominatore. Spesso il numero di cifre
decimali é infinito. In questo caso, il numero
decimale si dice illimitato periodico.
% =0,66666666666666666666666666 .... .
Si usa segnalare la cosa con una sbarra sulle
cifre che si ripetono. Il numero appena visto si
scrive: 0,6. Sulla parte intera non si pone mai la
sbarra, anche se si ripete.
160.000
99
A volte, fra la virgola e le cifre che si ripetono ci
sono altre cifre che non si ripetono:
32,754801801801801... = 32,754801
Il gruppo di cifre decimali che si ripetono si
chiama periodo; il gruppo di cifre che non si
ripetono si chiama antiperiodo; i numeri che
contengono solo il periodo si chiamano
periodici semplici; quelli che contengono anche
1’antiperiodo si chiamano periodici misti.
Solo in rari casi si possono eseguire calcoli in
colonna con i numeri periodici. Ad es., sono
possibili:

=1616,16

5,3 + 11,54 = 16,87

71,078 — 59,56 = 11,512
Qui si e verificato un insieme di circostanze: é
possibile fra coincidere gli antiperiodi, é
possibile far coincidere i periodi, non ci sono
decine da riportare nelle colonna di sinistra o da
prendere in prestito dalla colonna di sinistra.
Basta che una sola di queste circostanze non si
verifichi e non si puo piu operare in colonna.
Neanche le calcolatrici permettono di inserire i
periodi. Se si vuol usare la calcolatrice, occorre
arrotondare ogni numero periodico in difetto o
in eccesso.
2,3 diventa 2,33 oppure 2,333 oppure 2,3333 ...
1,6 diventa 1,67 oppure 1,667 oppure 1,6667 ...
Anche il risultato finale sara inevitabilmente
approssimato.
Esiste una alternativa agli arrotondamenti. Hai
gia abbastanza esperienza nel calcolo con le
frazioni e sai che, con esse, i calcoli sono
sempre esatti. Quando arrivi al risultato finale
puoi eseguire la trasformazione in numero
decimale, se richiesta. Se, fra i numeri di
partenza, alcuni sono riportati come decimali e
altri come frazioni devi, per prima cosa,
riscriverli tutti o come frazioni o come decimali.
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FRAZIONI GENERATRICI

A quale frazione corrisponde un numero finito,
ossia non periodico? Esaminiamo un caso
specifico: 31,754. Possiamo far sparire la
virgola moltiplicando per 1.000 e, per non
alterare il valore, usare un’altra volta 1.000, ma
questa a volta al denominatore. Moltiplicando e
dividendo per 1.000 il risultato non cambia, ma
la virgola sparisce!

31,754 = 31.754 _ 15.877

1.000 500
Nell’ultimo passaggio abbiamo ridotto la
frazione ai minimi termini. In conclusione: il
numeratore € uguale al numero di partenza
senza la virgola; il denominatore contiene un 1
seguito da tanti zeri quante sono le cifre dopo la
virgola.

Molto pit complicata ¢ la regola per trasformare
in frazione un numero periodico: si scrivono al
numeratore tutte le cifre del numero di partenza,
senza la virgola e senza il segno di periodo,
seguite dal segno — ; poi si ripetono tutte le cifre
che precedono il periodo. Al denominatore si
scrivono tanti 9 quante sono le cifre del periodo,
seguiti da tanti zeri quante sono le Ccifre
dell’antiperiodo.

1,2 =

12-1_11
9 9
128—12 _ 116 _58
90 90 45
Naturalmente oggigiorno e possibile trovare
soluzioni automatizzate online. Puoi anche

trovare la dimostrazione, se sei curioso!

1,28=

E facile prevedere che tipo di numero decimale
corrisponde ad una data frazione, se questa €
ridotta ai minimi termini.
- Una frazione che contiene, al denominatore,
solo i fattori 2 e 5, con qualsiasi esponente,
equivale ad un numero decimale finito.

1:160 = 0,00625

- Se il denominatore non contiene i fattori 2 e 5
la frazione corrisponde ad un numero decimale
periodico semplice.

1:7=0,142857

- Una frazione che contiene al denominatore
entrambi i tipi di fattori equivale ad un numero
illimitato periodico misto.

1:60=0,016
Queste tre regole non valgono piu se la frazione
non e ridotta ai minimi termini.

Quanti numeri razionali sono compresi fra 1 e
2? Quanti sono compresi fra 1 e 1,5? Fra 0 e
0,001? Fra 5,1 e 5,17 Fra 8 e
8,0000000000000000000000000000000000017?
La risposta e sempre: “Infiniti numeri”. Infatti,
siamo liberi di aggiungere cifre decimali a
volonta. Nell’ultimo caso, ad esempio,
inseriamo uno zero in piu:
8,0000000000000000000000000000000000001
8,0000000000000000000000000000000000002
8,0000000000000000000000000000000000003
... Ma possiamo ancora inserire altri zeri, quanti
ne vogliamo ed ancora di piu ...

Se, sulla retta dei numeri, prendiamo un
segmento qualsiasi, anche cortissimo, esso
conterra infiniti numeri razionali.

La frazione generatrice di 0,9 ¢ 1. Sembra
assurdo ma e cosi. Basta calcolare la frazione
generatrice.
= 9-0_9
0,9= 3 —9- 1
Se ti sorgesse il dubbio che 0,9 < 1 e che &
sbagliata la formula che abbiamo usato, esegui

le seguenti divisioni.
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le frazioni gia calcolate: 0,
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ESTRAZIONE DI RADICE

Il lato di un quadrato misura 3m. Calcola I’area.
Questo problema lo possiamo risolvere in due
modi praticamente identici:
A=3m-3m=9m’

oppure A = (3m)? = 9m?
L’area di un altro quadrato misura 25m®. Calcola
il lato. Evidentemente questo problema e
I’inverso del precedente. C’é una sola maniera
di risolverlo: applicare 1’operazione inversa
all’elevamento al quadrato. Questa operazione
esiste e si chiama estrazione di radice quadrata.
1l risultato @ v25=5 Infatti 5* = 25. Ci sono
quattro modi di calcolare la radice quadrata:
1) Avvicinarsi per tentativi e poi effettuare la
prova, come abbiamo fatto ora.
2) Usare una calcolatrice.
3) Usare le tavole numeriche.
4) Imparare 1’apposito algoritmo.
I1 volume di un cubo misura 125m?*. Calcola il
lato. L’unico modo di risolvere questo problema
e quello di applicare 1’operazione inversa
all’elevamento al cubo. Tale operazione esiste e
si chiama estrazione di radice cubica. Il risultato

& ¥125=5 . Infatti 5° = 125. In questo caso
possiamo applicare i primi tre metodi visti
prima.

In generale, I’operazione inversa all’elevamento
a potenza si chiama estradizione di radice n-
esima. Il risultato € quel numero che, elevato
alla n-esima potenza, fornisce il termine sotto

radice.
V32=2
Y117.649=7

{1.000= 2,682695795. . .
perché:
2°=32
7°=117.649
2,682695795’=1.000

Il numeretto in alto a sinistra si chiama indice.
E possibile calcolare il risultato con una
calcolatrice scientifica. Notiamo che esiste
anche un modo formalmente diverso di invertire

I’elevamento a potenza.
1

()=

(7°)° =7

5
5:21

2

6
6 1

7 =7

Abbiamo elevato a potenza con un esponente
che ¢ una frazione unitaria. Applicando,
nell’ordine, due regole:
1) potenza di potenza;
2) prodotto di frazioni;
abbiamo come risultato la base di partenza.
Quindi un elevamento a potenza con una
frazione unitaria come esponente ¢ 1’operazione
inversa dell’elevamento a potenza con
esponente intero. La differenza rispetto
all’estrazione di radice e solo formale. Le
potenze con esponente frazionario non sono
altro che una maniera diversa di scrivere
I’estrazione di radice. Qualcuno potrebbe invece
sostenere che le radici non sono altro che una
maniera diversa di scrivere le potenze con
esponente frazionario. D’ora in poi useremo
solo le radici, ma e importante aver notato che
anche le radici sono delle potenze. Pertanto le
radici godono di tutte le proprieta delle
potenze. Osserva attentamente 1 seguenti
esempi:
V3969=1/49-81=+49-/81=7-9=63
31728 _ V1728 _ 12 _ 6
8 VY8 2
L’estrazione di radice gode della proprieta
distributiva rispetto alla moltiplicazione e alla
divisione.

Allenati con i seguenti giochi:
https://www.geogebra.org/m/GCx2t7GM
https://www.geogebra.org/m/FXXFvgbt
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LA RADICE DI 2

' Se I’area del quadrato piccolo (in
~ 7 basso a sinistra) vale 1, I’area di
ogni triangolino vale %%. L’area del
quadrato colorato, inclinato,
composto da 4 triangolini, vale allora 2. 1l lato
del quadrato piccolo vale 1, perché Ji=1 .1
lato del quadrato grande, che coincide con la
diagonale del primo quadrato, deve essere V2
Il problema di calcolare la radice di 2 nacque
proprio cosi, quando si tentdo di calcolare
perfettamente la lunghezza della diagonale del
quadrato. Il tentativo falli, ma la vicenda non
fini con un fallimento. Gli antichi greci
rivelarono la loro genialita in quanto riuscirono
a dimostrare, con la sola logica, I’impossibilita
di misurare la diagonale del quadrato.
Si ritiene che sia stato Pitagora (o un suo
discepolo) a scoprire che la radice quadrata di 2
non sia un numero razionale. Chiunque di noi
sarebbe orgoglioso di realizzare una scoperta del
genere e vedere il proprio nome scritto in tutti i
libri di matematica, conquistando I’immortalita.
Per Pitagora fu invece un colpo durissimo. Egli
aveva infatti fondato una vera e propria dottrina
al cui centro c’erano i numeri naturali,
fondamento e spiegazione di tutte le cose. Le
frazioni non erano un problema per lui, perché
bastava prendere come unita di misura la
frazione unitaria piu piccola e tutte le misure
potevano essere espresse con numeri interi.
Quando scopri che un concetto semplice come
la diagonale del quadrato (un poligono regolare,
cioe simbolo di perfezione) non poteva essere
spiegato con i numeri naturali, comprese che
gran parte di quello che aveva costruito e in cui
aveva creduto per una vita intera era falso. Puoi
dunque immaginare quante volte avra
controllato la dimostrazione! Le conseguenze
furono profonde e di lunga durata per la storia
della matematica. Dopo di allora pochi si
vollero interessare all’Aritmetica, per non
incappare in simili fallimenti, preferendogli la
Geometria. Insomma: dal punto di vista storico,
questa fu una delle dimostrazioni pit importanti
e sconvolgenti. Probabilmente sarai curioso di
conoscerla. Ti avviso che non é facile. Se non ti
senti pronto, saltala pure.

Proviamo a immaginare che la radice di 2 sia un
numero razionale. Puo allora essere scritta come
frazione e tale frazione puo essere ridotta ai
minimi termini. Siccome non conosciamo
numeratore e denominatore, useremo al loro
posto le lettere m ed n:

Ja=m
n

m ed n, se esistono, sono due numeri interi
primi fra di loro (perché la frazione é ridotta ai
minimi termini). Per la definizione di radice:

2 2
m m

n - n2 =2
Una frazione vale 2 solo quando il numeratore é
il doppio del denominatore.

m?=2-n’
Quindi m* é un multiplo di 2, cioé pari. I
quadrati di numeri dispari sono tutti dispari,
pertanto m deve essere pari. Se m e multiplo di
2, siccome m ed n non hanno fattori in comune,
n non puo essere multiplo di due: n é dispari.
Se m e pari, la meta di m deve essere un intero.
Chiamiamolo p:

m=2-p
m’=4-p°’=2-n’
Riscriviamo 1’ultima uguaglianza come una
operazione applicata a n’.

n’ -2 » 4-p’
|’operazione inversa e:
4 - pZ :2 ’ n2

Riscriviamo sotto forma di formula:
4-p*:2=2-p*=n
Cio significa che n* é multiplo di 2, cioé pari.
Ma prima abbiamo detto che n e dispari.
Siccome non esiste nessun numero dispari il cui
quadrato sia pari, non esistera nessuna frazione
uguale alla radice di 2. Pertanto la radice di 2
non e un numero razionale.

La radice di 2 non puo essere scritta né sotto
forma di numero decimale né sotto forma di
frazione. Sappiamo, pero, che esistono infiniti
numeri razionali compresi fra 1,414 e 1,415.
Essi sono delle ottime approssimazioni della
radice di 2. Ci accontentiamo di esse, non
avendo alternative. Se il quadrato di una
soluzione e maggiore di 2, quella soluzione
approssimata per eccesso; viceversa
approssimata per difetto se il suo quadrato
minore di 2.

M/ M/ (M~
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NUMERI REALI

La radice quadrata di 2, ma anche quelle di 3, 5,
7 e innumerevoli altre radici quadrate, come
anche tante radici cubiche e radici con indici piu
grandi, sono tutti numeri decimali illimitati non
periodici. Di solito si usa un nome piu breve:
“numeri irrazionali”. Significa che non sono
razionali, ossia non si possono scrivere sotto
forma di frazioni. Le cifre decimali non solo
non finiscono mai, me neppure si ripetono. In
alcuni casi queste cifre sono state calcolate in
profondita. Ad, esempio, la NASA ha calcolato
dieci milioni di cifre della radice di 2.
Stampandole si riempirebbe un libro. Il primo
milione di cifre puoi leggere alla pagina:
https://apod.nasa.gov/htmltest/gifcity/sqrt2.1mil
Non é possibile riscontrare nessuna regolarita o
predicibilita. Per gli scopi pratici, basta
approssimare la radice di 2, come quella di
qualsiasi altro numero, a poche cifre decimali.
Spesso ne bastano 2 o 3. Le calcolatrici ne
mostrano 8 ma ne serbano in memoria 10. Tali
approssimazioni sono di norma sufficienti. Se
non lo fossero, si potrebbero sempre usare piu
cifre. Di certo, nessuna applicazione pratica
richiedera mai un milione di cifre decimali!
Come scrivere un numero irrazionale?
Esaminiamo brevemente quello che facciamo
nel caso di quelli razionali: si preferisce scriverli
sotto forma di frazioni. Non soltanto si evitano
le approssimazioni, ma si spera che, col
procedere dei calcoli, si trasformino in frazioni
pit semplici, corrispondenti a numeri interi o
decimali limitati. Nel caso dei numeri irrazionali
si preferisce lasciarli sotto il segno di radice,
sperando che sia possibile, in qualche passaggio
successivo, applicare una proprieta che faccia
sparire il segno di radice o che faccia comparire
sotto la stessa un quadrato perfetto. Ad esempio:
W@‘F@‘ 36_6
5 V147 \5 147 V49 7
In questo caso i numeri irrazionali sono spariti.

Sappiamo che un qualsiasi segmento della retta
dei numeri contiene infiniti numeri razionali. Ad
intuito, avremmo detto che non ci sarebbe stato
spazio per altro. Ora scopriamo, invece, che vi
sono ancora altri punti, che razionali non sono.
Due secoli fa George Cantor dimostro

addirittura che i numeri irrazionali sono piu fitti
dei razionali.

Per poter calcolare le radici i matematici hanno
costruito un nuovo insieme di numeri che
comprende sia i razionali che gli irrazionali. Il
nuovo insieme si indica con la lettera R ed i suoi
elementi si chiamano numeri reali. I matematici
hanno dato una definizione rigorosa ai numeri
reali, ma tu la imparerai solo fra qualche anno.
L’insieme R é costruito in modo che:

1) I numeri razionali siano un sottoinsieme dei
reali.

2) Sia possibile confrontare due numeri reali per
stabilire se il primo sia uguale, maggiore o
minore del secondo.

3) Le operazioni con i numeri reali godano delle
stesse proprieta gia viste nel caso dei numeri
naturali e razionali.

Quando arriva il momento di fare i calcoli, o di
rappresentare un valore su di una retta graduata,
approssimiamo un numero irrazionale con un
decimale finito. Siccome siamo liberi di usare
quante cifre decimali vogliamo, possiamo
raffinare quanto vogliamo tale approssimazione,
in modo da far fronte a qualsiasi esigenza
pratica, presente o futura.

Il fatto stesso che i numeri irrazionali siano
sostituibili con dei decimali limitati, dimostra
che possiamo continuare ad utilizzare tutte le
regole e le proprieta che conosciamo a proposito
delle operazioni. Per quanto possano essere
rivoluzionari dal punto di vista teorico, i numeri
reali sono tradizionali da quello pratico.

In geometria le radici (quadrate o con altro
indice) corrispondono a precisi segmenti che
possono essere tutti costruiti con riga e
compasso. V2 corrisponde alla diagonale del
quadrato di lato = 1. V3 corrisponde alla
diagonale del cubo di lato = 1. Nessuno mette in
dubbio I’esistenza di tali segmenti, pertanto noi
crediamo anche nell’esistenza dei numeri
irrazionali. Il grande matematico tedesco
Leopold Kronecker non era d’accordo. Disse:
“Dio fece i numeri naturali. Tutto il resto é
opera dell’uvomo”. Le divergenze di opinioni
rendono la vita e la scienza piu interessanti.
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IL TEMPERAMENTO EQUABILE

Si ritiene che Pitagora (570-495 a.C.) sia stato il
primo a collegare i numeri alla scala musicale. Gli
antichi Greci sapevano che, se si prende una corda
che vibra emettendo una nota musicale e se ne
dimezza la lunghezza, si ottiene una nota piu acuta
ma intonata con la precedente. Noi diciamo che la
seconda nota é un’ottava sopra la prima, perché le
due note si trovano all’inizio ed alla fine della scala
musicale. Pitagora trovo delle regole numeriche per
fissare le lunghezze della corda necessarie per
produrre le altre sei note della scala. Queste
lunghezze corrispondevano a frazioni relativamente
semplici. Si ando avanti per secoli con la scala di
Pitagora fino a quando, nel XVI secolo, Gioseffo
Zarlino propose, con successo, una nuova scala
“naturale” che suonava in maniera piu gradevole
all’orecchio. In realta entrambe le scale avevano lo
stesso limite: uno strumento poteva essere accordato
per suonare in un’unica tonalita (gli strumenti
odierni possono suonare invece in 12 tonalita
diverse). Per dare varieta alla musica si ricorreva ai
cosiddetti modi. Le note intermedie (diesis e
bemolle) non coincidevano come oggi. Oggi il Fa
diesis si suona come il Sol bemolle, allora erano due
suoni distinti.
Al principio del ‘700 questi limiti furono superati
con 1’ausilio della matematica. Si costrui la scala
cromatica di 12 suoni che comprendeva tutte le altre
scale. Se consideriamo 1 la lunghezza della corda
che corrisponde alla nota piu alta della scala
cromatica, la nota immediatamente precedente (un
semitono sotto) corrisponde ad una lunghezza
leggermente maggiore, all’incirca 1,06. Siccome non
abbiamo ancora calcolato il valore esatto,
indichiamolo con la lettera x. Se scendiamo di un
semitono alla volta, la corda sara lunga x?, poi x°,
poi x*, ecc. Se non é chiaro, osserva il manico di una
chitarra. Vedrai che la distanza fra i tasti non e fissa
ma aumenta in maniera progressiva man mano che
ci si allontana dalla cassa armonica. Dopo 12
semitoni discendenti la corda deve essere lunga il
doppio, altrimenti avvertiremmo una stonatura.
Espresso con i simboli matematici:

X2 =2,
Se qualcuno pensava che le potenze piu alte di
quadrato e cubo non sarebbero mai apparse nella
vita reale, adesso era servito!
Oggi eseguiamo questo calcolo con una calcolatrice
scientifica.

x ='¥2=1,059463094
Come facevano nel ‘600? Per loro fortuna, nel 1617
un inglese chiamato Henry Briggs aveva fatto

stampare una lunga tavola, che gli era costata anni di
paziente lavoro, chiamata “Tavola dei Logaritmi”.
Con essa era possibile fare calcoli di questo tipo e
tanti altri. Briggs pensava che tali calcoli sarebbero
stati di aiuto nella navigazione e nell'astronomia.
Mai avrebbe pensato alla musica. Come quasi
sempre accade nella storia della matematica, prima
vengono inventate delle idee e qualche decennio piu
tardi si trovano delle occasioni per sfruttarle. Con
I’uso delle radici fu trovata una soluzione ad un
problema musicale che si protraeva da millenni. I
nuovi strumenti, costruiti per emettere i suoni della
nuova scala cromatica, vennero detti “ben
temperati”. A dire il vero, la storia della musica non
e facile da riassumere. Il passaggio dalla musica
antica a quella moderna fu molto graduale; si trattd
di una evoluzione, non di una rivoluzione. Alla fine,
pero, i cambiamenti sono stati tanto profondi che le
nostre orecchie li considerano rivoluzionari.

LE BOTTIGLIE DI PROFUMO

In una profumeria, uno dei prodotti piu diffusi e
I’eau de toilette. Ogni linea di eau de toilette usa
un proprio modello di bottiglia e di quel
modello ne vengono commercializzati diversi
formati. I piu diffusi sono quelli da 30, 50, 75,
100, 125 e 200 ml. La bottiglia da 100ml non e
alta il doppio di quella da 50ml ma molto meno
del doppio. Se fosse alta il doppio il suo volume
sarebbe di 400ml! Sai spiegare perché?

Il rapporto fra i volumi é il cubo del rapporto fra
le altezze. Indicando con H ed h le altezze e con
V e vi volumi:

vV_[HY

v | h
E:i‘/iz?ﬁ:ufs
h \%

Possiamo prevedere che la bottiglia da 100ml
sara alta 1,26 volte quella da 50ml. La bottiglia
da 200ml sara alta 1,26 volte quella da 100ml.
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RAPPORTI

Passiamo davanti ad un chiosco dove si
vendono le angurie e leggiamo il prezzo: 0,40
€/kg. Cosa significa? Che un’ anguria da 9 kg
costera €3,60, perché 0,4- 9 = 3,6. Una piu
grande da 13 kg costera invece €5,20, perché
0,4 - 13 = 5,2. Se invece dividiamo il costo per il
peso, otteniamo il prezzo:

3,60€: 9kg=0,40 €kg

5,20 €: 13 kg = 0,40 €/kg
Anche se il dividendo ed il divisore cambiano, il
quoziente resta lo stesso. Questo quoziente che
non cambia ha un nome particolare: “rapporto”.
Diciamo infatti che il prezzo delle angurie e il
rapporto fra il loro costo ed il loro peso.
Partiamo per un lungo viaggio in autostrada.
Osserviamo che il tachimetro segna il valore di
110 km/h. Prevediamo che, se continuassimo a
viaggiare sempre alla stessa velocita, fra 2 ore
avremmo percorso 220 km e fra 3 ore avremmo
percorso 330 km. Infatti:

220 km : 2 h =110 km/h

330 km : 3 h =110 km/h
Anche queste due divisioni forniscono lo stesso
quoziente. La velocita e infatti definita come il
rapporto fra la distanza percorsa ed il tempo
impiegato.
Arriviamo in Svizzera ed abbiamo bisogno di
cambiare le nostre banconote. Diamo €300 e
riceviamo 320 franchi. Vogliamo calcolare il
rapporto di cambio?

300 € : 320 fr = 0,9375 €/fr
Leggiamo un racconto in inglese, in cui si dice
che un ragazzo é alto 6 piedi. Come facciamo a
calcolare la sua altezza in una unita di misura a
noi piu familiare? Oggi possiamo andare su
Google e scrivere “6 piedi in metri” per ottenere
subito la risposta. Come facevamo quando non
c’era I’internet? Usavamo una quantita chiamata
“rapporto di conversione”. Nel nostro caso esso
vale 0,3048 m/ft. Quando effettuiamo la
conversione, ci conviene scrivere sempre le
unita di misura. Ce ne possiamo convincere
eseguendo prima il calcolo giusto e poi quello
sbagliato. Quello giusto e:

6 ft - 0,3048 m/ft = 1,8288 m
perché ft al numeratore si semplifica con ft al
denominatore. Proviamo adesso ad eseguire la
divisione (senza senso):

?? 6 ft : 0,3048 m/ft = 19,685 ft*/m ??
Nel risultato I’unita di misura (calcolata
applicando la regola di divisione fra frazioni) e
assurda. Cio ci basta per comprendere che
abbiamo impostato il calcolo in maniera errata.
Quindi, la prudenza ci suggerisce questo:
- correda ogni quantita, incluso il rapporto, con
’opportuna unita di misura;
- ricordati che, quando si divide per una
frazione, occorre in realta moltiplicare per la
frazione inversa;
- prima di calcolare il risultato numerico,
calcola, dalla formula che hai scritto, la nuova
unita di misura;
- se questa e |’unita che ti aspettavi, continua
pure i calcoli;
- se cosl non fosse, significa che hai commesso
un errore grave: torna indietro!
Vediamo un altro esempio. Quanta anguria
posso acquistare con 10 euro? Calcolo
sbagliato:
??10€-040€kg = ... €/kg ??
Calcolo corretto:
10€:0,40 €/kg = (100: 4) - (€ - kg/€) = 25 kg

Infatti € al numeratore si semplifica con € al
denominatore.
Le formule da usare sono:

prezzo = costo : quantita

costo = quantita - prezzo

quantita = costo : prezzo
Si puo usare la stessa tecnica per le equivalenze
fra misure. Ad es.

1.000 m : 1 km = 1. (perché sono la stessa cosa)
1=1.000m : 1 km = 1.000 m/km
Questo e il nostro fattore di conversione fra
metri e chilometri. Esso vale 1. Siccome
nessuna quantita varia se moltiplicata o divisa
per 1, possiamo moltiplicare o dividere
liberamente per il fattore di conversione, purché
le unita di misura finali abbiano un senso.

30.000m=30.000m: 1=
=30.000 m : 1.000 m/km = 30 km.

Qualsiasi misura € un rapporto fra una
grandezza e la sua unita di misura.

Ogni volta che compriamo o vendiamo qualcosa
a peso, come il pesce, o a volume, come la
benzina, o a superficie, come un appezzamento
di terreno, usiamo un rapporto, che in questo
caso chiamiamo prezzo. Usiamo un rapporto
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anche quando calcoliamo una tabella di marcia.
Ad esempio, se prendiamo in prestito un libro
lungo 350 pagine e dobbiamo restituirlo entro
una settimana, dobbiamo mantenere, come
minimo, un rapporto di 50 pagine lette al
giorno. Insomma: nella vita di ogni giorno i
rapporti svolgono un ruolo fondamentale.

Un rapporto é il legame fra due quantita che
crescono assieme. Ad esempio, piu lunga e la
distanza da percorrere, piu tempo ci vuole per
farlo. Piu fragole vogliamo mangiare, piu
grande la spesa da sostenere. Per calcolare il
rapporto eseguiamo la divisione fra le due
quantita.

PROBLEMI

@ Ho comprato uno sgombro di 350g e I'ho
pagato €2. Qual e il prezzo di un kg ?

@ Il pescivendolo vende i polpi a 12,50 €/kg.
Quanti grammi posso acquistarne con €10 ?

©Ri! prezzo delle angurie e di 0,35 €/kg.
Quanto costa un'anguria di 11,5 Kg?

@1 rapporto di cambio e 0,8879 €/$. Quanti
dollari vale 1€?

@ Lo stesso libro costa €39 oppure £33. Qual e
il cambio £/€ ? (£ e il simbolo della sterlina)

® A quanti euro equivalgono 2.000 rubli? II
rapporto di cambio e 71,72 rubli/€.

(7 Una collaboratrice familiare chiede €55 per
2 ore e 30' di lavoro. Qual é la sua tariffa oraria?

Per percorrere 57 km un ciclista impiega 3
ore. Qual e stata la sua velocita media?

@ Un velocista corre i 100m in 12 secondi.
Calcola la sua velocita in km/h.

Dobbiamo fare un viaggio lungo 400 km ad
una media di 90 km/h. Quanto tempo
impiegheremo?

PROPORZIONI

Agli esseri umani riesce molto facile ragionare
per analogie e paragoni. Capita cosi di sentir
dire: “Un cane di 10 anni e vecchio come un
uomo di 70 anni”. Oppure: “Tu sei la mia
principessa”. Questa tendenza naturale viene
sfruttata per impostare alcuni problemi sotto
forma di proporzioni. Prendiamo il seguente: se
un’anguria di 9 kg costa 3,6 €, quanto costera
un’anguria di 13 kg ? Chiamata x la quantita
incognita, possiamo scrivere:
9:36=13:x
che si legge: “9 sta a 3,6 come 13 sta ad x”. In
realta questo stesso problema, come qualsiasi
altro, puo essere calcolato senza far ricorso alle
proporzioni:
prezzo = 3,6 Kg : 9 € = 0,40 €/kg
x = peso - prezzo = 13 kg - 0,40 €/kg = 5,2 €

Scriviamo un’altra proporzione:
5:2=35:14

Il primo e l’ultimo termine vengono chiamati
“estremi”. Il secondo ed il terzo “medi”. Il
primo ed il terzo “antecedenti”. Il secondo ed il
quarto “conseguenti”.
Una maniera poco sofisticata di verificare la
correttezza di una proporzione € quella di
calcolare separatamente le due divisioni:

5:2=25

35:14=25
La maniera piu sofisticata consiste nel
moltiplicare gli estremi fra di loro ed i medi fra
di loro:

5-14=70

2:35=70
E’ facile dimostrare che il prodotto dei medi
deve essere sempre uguale a quello degli
estremi. Per passare dal caso particolare a quello
generale, usiamo le lettere al posto dei numeri:

E:M=m:e

Scriviamola usando le frazioni:
E_m
M e

Le due frazioni sono uguali. Se dividiamo fra di
loro due numeri uguali il risultato e 1:

E m_E e_Ee

M'e mm Mm
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L’ultima frazione vale 1, quindi il numeratore
deve essere uguale al denominatore, quindi E - e
= M - m. Detto a parole: Il prodotto degli
estremi € uguale al prodotto dei medi. Questa
e la proprieta fondamentale delle proporzioni.
Possiamo eseguire tutti i passaggi all’inverso,
partendo da due coppie di numeri. Se sappiamo
che il prodotto della coppia E-e e uguale al
prodotto della coppia M'm, allora il quoziente
dei prodotti deve essere 1:

E-e —1

M-m
Ripetendo in senso inverso tutti i passaggi gia
visti otteniamo la proporzione di partenza.
Quindi non c’e bisogno di altre condizioni. Se
sappiamo che il prodotto dei medi e uguale a
quello degli estremi, tanto basta per dire che la
proporzione € corretta.
Torniamo all’esempio con numeri veri.
Possiamo scrivere altre proporzioni in cui 5 e 14
continuano ad essere gli estremi e 2 e 35
continuano ad essere i medi.

14:2=35:5
5:35=2:14
14:35=2:5

Sono tutte proporzioni valide, perché non sono
cambiati né i medi né gli estremi, né i loro
prodotti. Ribadiamo il concetto: I’unica
condizione da soddisfare é che il prodotto dei
medi sia uguale al prodotto degli estremi.
Possiamo anche scrivere altre quattro
proporzioni in cui i vecchi estremi diventano i
nuovi medi e viceversa. Basta scambiare tutto
quello che sta alla sinistra del segno = con tutto
quello che sta alla sua destra.

2:5=14:35
2:14=5:35
35:5=14:2
35:14=5:2

Queste manipolazioni sono sempre possibili.
Qualsiasi proporzione puo sempre essere scritta
in 8 forme diverse, senza che cambi né il
prodotto dei medi né quello degli estremi. Gli
scambi che abbiamo visto in azione hanno dei
nomi specifici. Lo scambio di un medio con
I’altro o di un estremo con I’altro si chiama
permutazione. Lo scambio di ogni antecedente
col suo conseguente di chiama inversione.

VISUALIZZIAMO LE
PROPORZIONI

Otto proporzioni possono sembrare tante. La
seguente figura le riassume tutte in una maniera
piu leggibile. Poniamo il numero piu grande in
alto, il numero piu piccolo in basso e gli altri
numeri ad un livello intermedio.

Linee dello stesso tipo (entrambe continue o
entrambe tratteggiate) indicano rapporti uguali.
Con le linee continue si possono formare quattro
proporzioni:

35:5=14:2
14:2=35:5
5:35=2:14
2:14=5:35

Sembra che il segno = metta a confronto due
mondi paralleli. Da una parte ci sono solo
numeri pari, dall’altra solo numeri dispari.
Quello che accade in un mondo trova una
analogia perfetta nel suo mondo parallelo.
Con le linee tratteggiate si possono formare altre
quattro proporzioni. Da una parte ci saranno
solo numeri ad una cifra, dall’altra numeri a due
cifre:

35:14=5:2

5:2=35:14

14:35=2:5

2:5=14:35
Invece di pensare a due mondi paralleli,
possiamo pensare qualcosa di molto piu
familiare e tradizionale, come due presepi
natalizi. Uno piu piccolo, I’altro piu grande, ma
fatti con lo stesso materiale e contenenti gli
stessi personaggi, disegnati allo stesso modo.
Tutte le misure di un presepe saranno il doppio
di quelle dell’altro. Anche gli avvenimenti
devono svolgersi allo stesso modo. Quando
nasce Gesu in un presepe, deve nascere anche
nell’altro, altrimenti non sarebbero piu
equivalenti.
Se indichiamo con a e b le altezze di asinello e
bue nel presepe piu piccolo e con A e B le stesse
altezze nel presepe piu grande, deve valere la
proporzione
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a:b=A:B
piu altre sette, ottenute invertendo, permutando,
ecc.
Se riuscissimo a far sedere Maria in groppa
all’asinello, come era lungo il viaggio verso
Betlemme, avremmo una nuova proporzione:
(atm):b=(A+M):B
Siccome i due presepi rimangono paralleli (le
altezze di uno sono il doppio di quelle
dell’altro) deve valere anche quest’ultima
proporzione.
Ora torniamo alla proporzione fra i numeri
35:5=14:2
ed applichiamo la stessa idea. Effettuiamo una
addizione fra i membri alla sinistra del segno =
ed una analoga fra i membri di sinistra.
35+5=40
14+2=16
Questi due nuovi numeri possono sostituire sia
gli antecedenti:
40:5=16:2
che i conseguenti:
35:40=14:16
Al posto del segno + potremmo usare anche il -
35-5=30
14-2=12
per formare le proporzioni:
30:5=12:2
35:30=14:12
Non possiamo pero usare tutte le operazioni.
Percheé? Se pesassimo i due buoi, troveremmo
che quello alto il doppio pesa ben otto volte di
piu, per lo stesso motivo per il quale il volume
di un cubo passa da 1 a 8 m? quando lo spigolo
passa da 1 a 2 m. Le uniche operazioni che
mantengono il rapporto delle lunghezze sono
dette, non a caso, trasformazioni lineari. Quelle
gia viste (somma e differenza) sono le piu
comuni. Ad esse corrispondono due regole,
dette rispettivamente del comporre e dello
scomporre. Con un po’ di intuito e fantasia tu
potresti inventare infinite altre regole,
comunque limitandoti a trasformazioni lineari.
Non puoi moltiplicare un membro con un altro,
ma potresti moltiplicarli entrambi per 10, per
dirne una.

RISOLVERE LE PROPORZIONI

Ricordate il problema delle angurie? Lo
avevamo scritto nella forma

9:36=13:x
Il prodotto dei medi vale 3,6 - 13 = 46,8.
Siccome anche il prodotto degli estremi deve
valere altrettanto, scriviamo x - 9 = 46,8 ossia:

X -2 » 46,8
I’operazione inversa e
46,8 ——=2—— P x

Quindi basta dividere il prodotto dei medi per
un estremo; troveremo 1’altro estremo.

Le regole vengono di solito ricordate nelle
seguenti forme:

I’estremo incognito é dato dal prodotto dei
medi diviso ’estremo noto.

Il medio incognito é dato dal prodotto degli
estremi diviso il medio noto.

Applichiamo 1’ultima regola alla seguente
proporzione:

50:x=15:18
18-50 3:6-5-10
= = =60
=5 35

Se la coppia dei medi e fatta da due numeri
uguali la proporzione si dice continua.
16:12=12:9
Il numero che si ripete si chiama “medio
proporzionale”. Spesso non e noto:
20:x=x:5
Poiché sono noti entrambi gli estremi,
calcoliamo il loro prodotto:
20-5=100
Il prodotto dei medi deve essere lo stesso:
X - x =x*=100
Un problema analogo e: sappiamo che 1’area di
un quadrato misura 100. Quanto € lungo il lato?
Occorre calcolare la radice quadrata:
x=+100=10
Il medio proporzionale e uguale alla radice
quadrata del prodotto degli estremi. Un altro
esempio:

8:x=x:18
soluzione: x=+8-18=+144 =12
Infine:

Xx:9=16:x
Invertendo otteniamo la proporzione

9:x=x:16

Sai continuare da solo?
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PERCENTUALI

Avrai notato che confrontare due frazioni non e
altrettanto semplice come confrontare due
numeri naturali o due numeri decimali. Il caso
piu semplice € quando due frazioni hanno lo
stesso denominatore. Qualcuno un giorno avra
pensato: “Perche non ci mettiamo d’accordo ad
usare tutti lo stesso denominatore?”. L’idea e
stata feconda di sviluppi. Forse le percentuali
sono nate proprio cosi. Il denominatore non
appare mai, ma si sottintende che sia 100. Al
suo posto si usa il simbolo %.

22% = 22

100

Come accade per tanti simboli matematici, le
origini sono incerte. E certo, pero, che le
percentuali siano molto usate, specie nel settore
del commercio. Fondamentalmente non
costituiscono nulla di nuovo. Sono solo un altro
nome per il quoziente. Abbiamo incontrato le
divisioni, le espressioni con divisioni, la
frazioni, i rapporti, le proporzioni, gli
aerogrammi. Tante rappresentazioni, tanti nomi,
ma sotto sotto il concetto e sempre quello.
Ricordi cosa abbiamo detto a pag. 2 a proposito
di olismo e riduzionismo? I riduzionisti corrono
il rischio di smarrirsi. Conviene essere olisti.

1:4 1 0,25 25%
3

3:4 Z 0,75 75%
5

5:8 g 0,625  62,5% u
4 _

La tabella precedente (ripresa dal 1° fascicolo di
queste lezioni) contiene degli esempi di frazioni
che sono state rappresentate in cinque maniere
diverse. L’abilita di aver presente in mente tutte
e cinque le rappresentazioni nello stesso
momento e essenziale. Se usi la calcolatrice
sarai portato ad usare i numeri decimali. Se vuoi
esporre in vetrina un’offerta scontata userai le
percentuali. Nei calcoli a mente userai la
rappresentazione piu comoda, che non e sempre
la stessa, come mostrano i seguenti esempi. Un
ruolo fondamentale lo gioca I’intuito, che si
sviluppa con I’allenamento.

Calcola il 25% di 48

Trasformo sotto forma di divisione (25% = 1:4).
48:4=12.

Calcola il 75% di 60

60:4=15.

Calcola il 70% di 80
Trasformo sotto forma di numero decimale.
70%=0,7. 80-0,7=8-7=56.

75%=1-1/4. 60-15=45.

Adesso un paio di problemi che si risolvono con
la calcolatrice.

— Un tablet costa €149. Il prezzo comprende
I’IVA del 22%. Qual’e il prezzo senza IVA?
Trasformiamo in numero decimale 22% = 0,22.
Se il prezzo senza IVA é 1, con I’IVA diventa
1,22. Se il prezzo e diverso da 1, bisogna
moltiplicare per 1,22. Nel caso del tablet, il
prezzo originale, moltiplicato per 1,22, e
diventato €149. Per tornare indietro applichiamo
|’operazione inversa, ossia la divisione.

€149 : 1,22 = €122,13 (arrotondato).

— Nel caso della pasta I’'IVA e ridotta 4%. Un
chilo di spaghetti viene venduto a €1,82. A
quanti centesimi ammonta I’IVA?

Prezzo senzaIVA=€1,82:1,04 = €1,75

IVA = €1,82 - €1,75 = €0,07

Problemi che puoi risolvere a mente
(D Oggi che 'IVA é al 22% uno smartphone
costa €244. Quanto costerebbe se il governo
portasse I’IVA al 24% ?
@ Un paio di scarpe costa €120. Quanto
costerebbero con uno sconto del 30% ?
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GRANDEZZE PROPORZIONALI

Come sai, il rapporto fra il perimetro di un
quadrato ed il suo lato e sempre 4, qualsiasi
quadrato tu prenda. Lato e perimetro sono due
grandezze variabili (perché possono cambiare
da un quadrato all’altro) e legate da un rapporto
costante. Due grandezze del genere si dicono
direttamente proporzionali. Gli strumenti di
misura, antichi e moderni, basano il loro
funzionamento su due grandezze direttamente
proporzionali. Nella clessidra il volume della
sabbia era proporzionale al tempo trascorso. Poi
sono apparsi gli orologi a pendolo, in cui il
numero di giri percorsi da una lancetta era
proporzionale al tempo. Nei termometri classici
I’aumento di temperatura e direttamente
proporzionale all’aumento, in altezza, della
colonnina di mercurio. Oggi la maggior parte
degli strumenti sono digitali, dove entrano in
gioco parecchi meccanismi, meno evidenti, ma
anche i si sfruttano le grandezze proporzionali.
Ritorniamo all’esempio di partenza. Nella sua
banalita mostra con evidenza tutte le
caratteristiche di due grandezze direttamente
proporzionali.
Possiamo prendere
alcuni quadrati e
rappresentare su un
grafico cartesiano le
precedenti relazioni.
Ogni quadrato viene
sintetizzato con un
punto. L’ascissa e
uguale al lato.
L’ordinata e uguale
al perimetro.
Possiamo osservare
che i punti si trovano 6 - ®
tutti allineati.
Tracciamo allora una
semiretta, che parte - 41 @
dall’origine degli assi
e che passa per tutti i
punti. Ogni punto 2 {
della semiretta
corrisponde ad un g
ipotetico quadrato.

14 -

12 1 o

10 o

8 -

N4

Ci sono tre formule per rappresentare il
fenomeno:

p=41 1=2p Loy
4 [
Nel caso di triangolo equilatero abbiamo invece:
1 P
pP=3-1 = 3 = 3
Nel caso di un pentagono regolare abbiamo:
P=5-1 I= 1 P L =5
5 [
Se rappresentiamo 1 | /
con dei punti i 3] f /
triangoli equilateri, | /
essi cadranno al di | /
sotto della semiretta 4 - 1y
dei quadrati, allineati T
lungo una nuova Ll
semiretta, meno 3 1]
inclinata. I pentagoni ! !
cadranno invece al di | !
sopra, su una 4 4//
semiretta piu 1!
inclinata. 1!
144!
La proporzione diretta 1
¢ solo una delle )
possibili relazioni fra o
due grandezze 0 1 5

variabili. Potremmo
pensare a come variano 1’area del quadrato o il
volume del cubo, ma sono ancora un po’ troppo
difficili per noi. Pensiamo invece a come
variano velocita e tempi di percorrenza. Ad una
maratona possono partecipare migliaia di
concorrenti. L’unica grandezza costante € la
lunghezza da percorrere: 42.195m. Chi andra
piu veloce impieghera meno tempo. Chi corre a
velocita dimezzata, impieghera il doppio del
tempo. Chi corre ad un terzo della velocita
impieghera il triplo. Velocita v e tempo di
percorrenza t si dicono inversamente
proporzionali. Sono legate dalle seguenti
relazioni:
42.195m 42.195m
VE————— t=—————
t \%

Se si riporta sul piano cartesiano un punto per
ogni concorrente, di cui 1’ascissa rappresenti il
tempo t e 1’ordinata la velocita v, i punti non si
disporranno su di una semiretta, ma su una
curva particolare, nota come iperbole equilatera.

v.t=42.195m
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FUNZIONI

Considera 1’insieme degli alunni della tua
scuola. Ad ogni elemento dell’insieme (cioe ad
ogni alunno) corrisponde un giorno speciale
dell’anno che per lui € il compleanno. Possiamo
anche formare un secondo insieme con tutte le
366 date possibili in un anno.

compleanni

Esiste una relazione fra i due insiemi che
funziona in un’unica direzione. Questo tipo di
relazione si chiama funzione. Si possono creare
insiemi di ogni genere, quindi relazioni di ogni
genere. Tutte queste relazioni, per prendere il
nome di funzioni, devono rispettare un unico
requisito: ad ogni elemento del primo insieme
deve essere associato uno ed un solo elemento
del secondo. Vediamo un esempio negativo: non
esiste una funzione che colleghi ad ogni giorno
dell’anno un solo alunno della scuola. Infatti,
capitera che due o piu alunni festeggino il
compleanno nello stesso giorno, come anche
potrebbe capitare un giorno senza compleanni
da festeggiare. L’elemento qualsiasi del primo
insieme si chiama wvariabile indipendente,
perché puo essere scelto con la massima liberta.
L’elemento qualsiasi del secondo insieme si
chiama variabile dipendente, perché dipende
dall’alunno che si e scelto.

A volte la variabile dipendente puo assumere
infiniti valori all’interno di un intervallo
continuo. Sono esempi del genere la statura ed il
peso, anche essi funzioni degli alunni. Gli

alunni sono sempre la variabile indipendente. La
statura (oppure il peso) sono la variabile
dipendente.

A volte anche la variabile indipendente puo
essere descritta da un numero. La quantita di
pioggia giornaliera durante il mese scorso € una
funzione del giorno del mese. Essa puo essere
registrata ma non predetta. Si dice funzione
empirica, cioé frutto di osservazioni dirette. E
anche una funzione molto irregolare. Se non
piove la variabile dipendente si azzera, ma puo
aumentare da un giorno all’altro.

Altre volte le funzioni sono prevedibili, magari
attraverso una formula matematica. Ad es.: le
ore di luce variano regolarmente in funzione del
giorno dell’anno e della latitudine. In questo
caso abbiamo due variabili indipendenti, ma
possiamo ridurle ad una se limitiamo le
osservazioni sempre alla stessa citta oppure
sempre alla stessa data. Nel secondo caso sia la
variabile indipendente (la latitudine) che quella
dipendente (le ore di luce) possono assumere
infiniti valori all’interno di un intervallo.

I precedenti diagrammi cartesiani rappresentano
delle funzioni. Nel primo caso la variabile
indipendente e la lunghezza del lato e quella
dipendente il perimetro. Nel secondo caso la
variabile indipendente é il tempo di percorrenza
e quella dipendente la velocita. Si tratta di due
funzioni invertibili: il lato del quadrato e
funzione del perimetro e la velocita e funzione
del tempo di percorrenza. Si tratta anche di
funzioni prevedibili, esprimibili con semplici
formule matematiche. Quando si mette in
grafico una funzione, la x rappresenta sempre la
variabile indipendente e la y quella dipendente.
Nel caso delle ore di luce, il grafico mette in
evidenza che, allo stesso valore di vy,
corrisponde piu di un valore di x. Grafici di
questo tipo appartengono a funzioni non

v

A 4

invertibili.
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CIRCONFERENZA

Per disegnare una circonferenza col compasso
devi scegliere un punto dove poggiare la punta e
di quanto devi aprire il compasso. Il punto dove
poggi la punta si chiama centro. L’apertura
prende il nome di raggio. La circonferenza e
I’insieme dei punti del piano la cui distanza dal
centro e pari al raggio.

La circonferenza divide il piano in due: al di
fuori i punti che distano dal centro piu del
raggio, al di dentro quelli che distano meno.
Questi ultimi formano, assieme alla
circonferenza, una superficie chiamata cerchio.

Presi due punti a caso sulla circonferenza, essa
risulta divisa in due archi. Per poter specificare
uno dei due archi, devi anche indicarne un punto
intermedio. Il segmento che unisce i due estremi
dell’arco si chiama corda. Una corda che passa
dal centro si chiama diametro. Un diametro e
lungo il doppio del raggio e il suo punto medio
coincide col centro della circonferenza.

Una circonferenza é perfettamente simmetrica.
Qualsiasi diametro la taglia in due meta
congruenti, dette semicirconferenze, mentre la
meta del cerchio si chiama semicerchio. Il
diametro rappresenta pertanto uno degli infiniti
assi di simmetria del cerchio. Il centro del
cerchio e anche il suo centro di simmetria.

Preso un punto sulla circonferenza, quasi ogni
retta che passa da esso attraversa la
circonferenza anche in un secondo punto.
Queste rette si dicono secanti perché tagliano il
cerchio. Una sola retta fa eccezione: si chiama
tangente perché “tocca” la circonferenza in un
solo punto, senza attraversarla.

Se invece prendiamo un punto fuori dalla
circonferenza, da esso riusciamo tracciare due
rette tangenti. Puoi rendertene conto ogni volta
che, per strada, trovi un palo del semaforo o
della luce. Le loro sezioni sono delle
circonferenze. Da qualsiasi direzione tu guardi
un palo, ti sembrera identico. Il punto a te piu
vicino si trova lungo il segmento immaginario
che va da te al centro della circonferenza. Gli
ultimi due punti visibili, uno a destra e 1’altro a
sinistra, sono quelli da cui passano le due
tangenti tracciate a partire dalla tua posizione. I
due punti di tangenza sono da te equidistanti.

i Preso un punto esterno
A ad una circonferenza e
tracciate le due tangenti,
i due segmenti di
tangente sono
congruenti. AB = AC.
Il punto di tangenza B e il punto della retta AB
piu vicino al centro O. Di conseguenza, OB L
AB. Nel punto di tangenza, raggio e tangente
sono perpendicolari.
Poiché sia A che O sono equidistanti da B e C,
la retta AO e I’asse del segmento BC. Presi due
punti qualsiasi del piano, P e Q, si possono
tracciare infinite circonferenze che passano da
entrambi. La piu piccola e quella che ha il
diametro pari a PQ. Tutti i centri giaceranno
sull’asse del segmento PQ. Sai spiegare perché?
Un angolo formato da due raggi si chiama

angolo al centro. Collegando gli
estremi di una corda AB al centro, ’ D
si forma un triangolo isoscele "
perché due dei lati sono raggi. \ . .
Prendiamo una corda CD B
congruente e costruiamo un altro triangolo: e
anch'esso congruente (per il 3° criterio). Questi
due triangoli hanno lo stesso angolo al centro e
la stessa altezza: due corde congruenti hanno
la stessa distanza dal centro. Sono congruenti
anche gli archi corrispondenti. Se facciamo
scorrere il punto B lungo la circonferenza in
direzione di A, la corda AB si accorcia e si
allontana dal centro. Il contrario accade se
facciamo scorrere B lontano da A. Prese due
corde qualsiasi, quella piu lunga é anche la
piu vicina al centro. Non esiste nessuna corda
piu lunga del diametro.

La perpendicolare ad una corda AB
tracciata dal centro O e I’altezza del
triangolo isoscele ABO, quindi e anche
asse e mediana: il punto di mezzo di .
una corda é quello piu vicino al centro e
I’asse di ogni corda passa per il centro.

Ad angoli al centro congruenti corrispondono
archi congruenti e corde congruenti. Ad un
angolo doppio corrisponde un arco doppio (ma
una corda che e lunga meno del doppio; sai
spiegare perché?). All’angolo giro corrisponde
I’intera circonferenza. All’angolo retto
corrisponde un quarto, ecc. Gli angoli al centro
sono proporzionali agli archi su cui insistono.

@

/

G. Balacco — Matematica per la seconda media — 16



ANGOLI ALLA CIRCONFERENZA

Preso un arco AB ed un punto C non compreso
nell’arco, le semirette CA e CB formano un
angolo detto angolo alla circonferenza. CA e CB
sono due secanti, tranne nei casi estremi in cui
C coincide con A o con B. Anche in tali casi,
cioé quando un lato & tangente, 1’angolo C si
dice angolo alla circonferenza. Ad ogni angolo
alla circonferenza corrisponde un solo arco e
quindi corrisponde un angolo al centro, mentre
ad un arco e ad un angolo al centro
corrispondono infiniti angoli alla circonferenza.

ampio la meta dell’angolo al
centro che insiste sullo stesso
arco. Ecco la dimostrazione,
divisa in quattro parti.

1. I’angolo esterno “al vertice” di un triangolo

isoscele e il doppio di un angolo E

alla base.

Tracciamo dal vertice C la b AcC
parallela CD alla base AB.

ECD corrisponde a B , DCA é

alterno interno rispetto ad A ed

ECA ¢ la somma dei due. In un A B

qualsiasi triangolo un angolo

esterno € la somma degli angoli interni non
adiacenti.

2. Se uno dei due lati di un angolo
alla circonferenza e un diametro,
I’angolo e la meta del
corrispondente angolo al centro.
Il triangolo AOC e isoscele con vertice in O. Per
quanto dettoaln. 1 AOB=2 ACB

3. Se un angolo alla circonferenza
contiene il centro, esso é la somma
di due angoli del tipo visto al n. 2.
ACB =

A

A

)

A

L AOB

ACD +DCB :%AOD+E DOB=

N[ =9

4. Se un angolo alla circonferenza
non contiene il centro, esso é la
differenza di due angoli del tipo
visto al n. 2. ACB =

—.g ?\”\

ACD—DC’B:% AéD—%DE)B:EAéB

Se due angoli alla circonferenza insistono

sullo stesso arco, essi corrispondono allo stesso

angolo al centro, pertanto sono congruenti.

Poiché gli angoli al centro sono proporzionali

agli archi, anche gli angoli alla circonferenza

sono proporzionali alle lunghezze dei

rispettivi archi.

Se I’angolo al centro é piatto G

I’angolo alla circonferenza e / ‘
A B

retto.

Un angolo che insiste su una

semicirconferenza é retto e

viceversa un angolo retto insiste sempre su una
semicirconferenza.

ALTRE FIGURE

Due raggi qualsiasi tagliano una “fetta” del
cerchio. Nel linguaggio della geometria si
chiama settore circolare. Anche una corda
divide il cerchio in due parti. Ognuna di esse
prende il nome di segmento circolare a una
base. La parte di cerchio compresa fra due corde
parallele si chiama segmento circolare a due
basi.

POSIZIONI RECIPROCHE DI DUE
CIRCONFERENZE

Prendiamo una circonferenza con centro O e
raggio r ed una seconda circonferenza con
centro O’ e raggio r’ < r. A seconda della
distanza OO’ si verificano i seguenti casi:
SeOO’>r+r’

le circonferenze sono una esterna all’altra.
SeOO’=r+r’

le circonferenze sono tangenti esternamente.
Ser—-r’'<00’<r+r’

le circonferenze sono secanti.
SeOO’=r-r’

le circonferenze sono tangenti internamente.
SeOO’<r-r’

le circonferenze sono una interna all’altra.
Se00O’=0

le circonferenze sono concentriche.
La superficie compresa fra due circonferenze
concentriche si chiama corona circolare.
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POLIGONI INSCRITTI E CIRCOSCRITTI

Un poligono si dice inscritto in una
circonferenza quando tutti i suoi vertici sono
punti della circonferenza. In tal caso la
circonferenza si dice circoscritta ed il raggio
della circonferenza si dice raggio del poligono.
La condizione da soddisfare e che esista un
punto del piano, il centro della circonferenza,
equidistante da tutti i vertici. Non sempre cio €
possibile. Se esiste, tale punto deve trovarsi
sugli assi di tutti i lati. Un’altra maniera di
descrivere la condizione e: gli assi dei lati
devono incontrarsi tutti in uno stesso punto. Cio
accade sempre nei triangoli. Il punto in
questione si chiama circocentro.
Nei quadrilateri la condizione
puo essere descritta in un altro

modo ancora: un quadrilatero e p ‘ \ \
inscrittibile se, e solo se, ogni Q’ / B

angolo é supplementare del
suo opposto. Sappiamo che un
angolo alla circonferenza e la meta del
corrispondente angolo al centro. L’angolo al
centro che corrisponde ad A & quello con tre
archetti. I’angolo al centro che corrisponde a C
e quello con due archetti. La somma dei due
angoli al centro e un angolo giro. Pertanto la
somma dei due angoli alla circonferenza & un
angolo piatto. Sono inscrittibili: i quadrati, i
rettangoli ed i trapezi isosceli. I parallelogrammi
che non siano rettangoli non sono inscrittibili.

Un poligono si dice circoscritto ad una
circonferenza quando tutti i suoi lati sono
tangenti ad essa. La circonferenza si dice
inscritta ed il suo raggio si dice apotema del
poligono. E necessario che esista un punto del
piano, il centro della circonferenza, equidistante
da tutti i lati. Se esiste, tale punto deve
appartenere a tutte le bisettrici del poligono.
Un’altro modo di esprimere la condizione e: le
bisettrici degli angoli del poligono devono
incontrarsi in un unico punto. Cosl avviene
sempre nei triangoli ed il punto é detto incentro.
Nei quadrilateri la condizione Dy d__¢ ,C
puo essere descritta in un altro d 7~ N\¢
modo ancora: un quadrilatero e b
circoscrivibile se, e solo se, la a L B
somma di due lati opposti e Aé—3 b

uguale alla somma degli altri due. Sappiamo che
i due segmenti di tangente tracciati da un
qualsiasi punto esterno sono congruenti.
Abbiamo indicato con la stessa lettera
minuscola i segmenti congruenti.
AB=a+b

CD=c+d BC=b+c
AB+CD = AD+BC = a+b+c+d.
Sono circoscrivibili, fra gli altri, i quadrati, i
rombi e gli aquiloni. Non lo sono i
parallelogrammi diversi dai rombi.

AD=a+d

I poligoni regolari sono sempre sia inscrittibili
che circoscrivibili. Le loro bisettrici e gli assi
dei loro lati si incontrano in un unico punto
detto centro del poligono. Il raggio del
poligono e la distanza dal centro ad uno
qualsiasi dei vertici. L’apotema, e la distanza
dal centro ad uno qualsiasi dei lati. L’apotema e
sempre minore del raggio.
Sappiamo che il centro del triangolo equilatero
e anche baricentro e che, in qualsiasi triangolo,
il baricentro divide le mediane in due segmenti,
di cui quello che contiene il vertice é il doppio
dell’altro. Nel triangolo equilatero la parte piu
lunga coincide col raggio della circonferenza
circoscritta, mentre quella corta coincide con
I’apotema. Quindi il raggio e il doppio
dell’apotema.
In un quadrato, invece, il raggio e la meta della
diagonale e I’apotema la meta del lato. Il raggio
& 2 volte I’apotema. All’aumentare del
numeri di lati, la lunghezza dell’apotema si
avvicina a quella del raggio.
Un poligono regolare, se si tracciano tutti i suoi
raggi, viene diviso in tanti triangoli isosceli
quanti sono i suoi lati. La base del triangolo
isoscele corrisponde al lato del poligono,
I’altezza all’apotema ed i lati obliqui ai raggi.
L’ampiezza degli angoli al vertice
di questi triangoli e uguale a 360°
diviso il numero dei lati. Nel
quadrato questi angoli sono retti.
Nell’esagono regolare sono di
60°. Un triangolo isoscele con un angolo di 60°
e anche equilatero. Per tale motivo, il raggio
dell’esagono regolare e uguale al lato.
L’apotema e 1’altezza del triangolo equilatero.
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Le superfici si possono confrontare. Nella
pagina precedente trovi un quadrilatero e la
circonferenza ad esso circoscritta. Questa
contiene per intero il quadrilatero e quindi e
maggiore di esso. Nell’altra figura accade il
contrario: il quadrilatero contiene per intero la
circonferenza ed é maggiore di essa.

Il quadratino bianco € contenuto
cinque volte sia nel poligono a croce
che in quello ad U. Questo dimostra
che e possibile misurare 1’estensione
delle superfici. La misura della
superficie prende il nome di area. Due figure si
dicono equivalenti se le loro aree sono uguali. I
due poligoni concavi della figura sono
equivalenti. Useremo i seguenti criteri per
dimostrare che due figure sono equivalenti:

1) Se sono congruenti.

2) Se sono equiscomponibili, ossia si possono
scomporre nello stesso numero di parti e se
ciascuna parte di una figura é equivalente ad
una parte dell’altra.

3) Se sottraendo parti equivalenti cio che rimane
sono superfici equivalenti.

4) Se una figura A ¢ equivalente ad una figura B
e la figura B e equivalente a una figura C, allora
le figure A e C sono equivalenti fra di loro.
Come nel caso delle lunghezze, adottiamo una
unita di misura. Anziché crearla di sana pianta,
la colleghiamo al metro usato per le lunghezze.
L’unita di misura delle aree e un quadrato il cui
lato e lungo 1m. L’area di questo quadrato si
chiama metro quadro e il suo simbolo é m?.

QUADRATTI E DEI RETTANGOLI

Nel caso piu semplice vogliamo misurare un
quadrato il cui lato € un numero intero di metri.
Per esempio, 5m. Possiamo suddividere la
superficie in 25 quadrati di 1m? pertanto 1’area
misura 25 m?. Un rettangolo con base = 6m e
altezza = 4m conterra 24 di tali quadrati. La
formula e: Area = base - altezza.

Cosa succede se invece prendiamo un quadrato
il cui lato misura 20cm? Accade il contrario.
Questa volta e il quadrato da misurare che e
contenuto (25 volte) dentro 1m?% La formula é la
stessa:

1 1 1
—m-—m=—m
5 5 25

Consideriamo ora un rettangolo in cui la base

) 5 , 7 .
misura s m e |’altezza 9 m . Copriamolo

con piastrelle quadrate di lato 1_18 m (18 e il
m.c.m. fra 6 e 9). Lungo la base ci vanno 15
piastrelle, lungo 1’altezza ne vanno 14. Per
coprire I’intero rettangolo ci vogliono 15 - 14 =

210 piastrelle. L’area di ogni piastrella e

L 1_ 1 m’ L’area di tutte le piastrelle

18 18 324
e 210 ﬁm2 ossia b- h—E 7 ﬁ ?
324 54 69 54

Quindi la formula é valida anche se le
lunghezze dei lati sono numeri razionali.
Esaminiamo il quadrato di lato-

J6m=1,8171... Nella figura
e tratteggiato. La sua area e:
maggiore del quadrato di lato 1m
e minore del quadrato di lato 2m.“f; . ?
Possiamo approssimare 1’area A
con un quadrato di lato approssimato, ma
espresso da un numero razionale, ad esempio

1,817 m? < A < 1,818* m?
Se approssimiamo la lunghezza per difetto,
anche 1’area lo sara. Viceversa se
approssimiamo la lunghezza per eccesso. Per
esclusione, I’unico valore esatto e:
A=({6)" m?

In conclusione, la formula base - altezza
funziona con numeri naturali, razionali e reali.

PARALLELOGRAMMI

Un parallelogramma e equivalente ad un
rettangolo che ha la stessa base e la stessa
altezza. Osserva queste costruzioni dinamiche:
https://www.geogebra.org/m/dYEqGNdP
https://www.geogebra.org/m/BdhsWaVE
https://www.geogebra.org/m/tWupY 7zP

F D E CE facile dimostrare che i due
triangoli sono congruenti per il 3°
criterio.EC=FD perché
differenze fra segmenti
congruenti. FA=EB e AD=BC perché lati
opposti di un parallelogramma. Se il
parallelogramma e molto obliquo la precedente
dimostrazione non é piu possibile ma facciamo

A B
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ora vedere che un parallelogramma molto
obliquo equivale ad uno un poco meno obliquo,
il quale equivale ad uno ancora meno obliquo,
ecc. fino a quando non si arrivi ad un rettangolo.

E D CI parallelogrammi

’ ABCD e ABDE sono
A equiscomponibili perché

i due triangoli chiari
sono congruenti, sempre per il 3° criterio. In
particolare, ED=CD perché entrambi congruenti
con AB.

In conclusione, ’area di un parallelogramma si
calcola moltiplicando base per altezza.

TRIANGOLI

https://www.geogebra.org/m/xwKSBmuf
Se disegniamo due volte un triangolo qualsiasi,
come mostrato in figura, otteniamo un
parallelogramma. Infatti a pag. 39 del primo
fascicolo, al punto 2), abbiamo dimostrato che
un quadrilatero in cui i lati opposti sono
congruenti é un parallelogramma.
L’area del triangolo deve
essere la meta di quella del
b-h

parallelogramma. A= >

TRAPEZI

https://www.geogebra.org/m/uT3cx35K
Prolunghiamo la base maggiore D
AB di un segmento BE = CD. AE
Gli angoli CBE e BCD sono
alterni interni. Anche BED e EDC lo sono.
I due triangolini sono congruenti per il 2°
criterio. Quindi il trapezio ABCD e
equiscomponibile con il triangolo AED.
Siccome la base del triangolo é la somma delle
(B+b)-h

2

basi del trapezio, la formulae A=

POLIGONI REGOLARI

https://www.geogebra.org/m/yS3JfcHh
Tracciando i raggi dal centro del pentagono a
tutti i suoi vertici, si ottengono tanti triangoli
congruenti. Rifletti: 1’area di un triangolo
dipende solo da base ed altezza.

Tutti e sei i triangoli colorati hanno la stessa
base e la stessa altezza, quindi sono equivalenti.
Siccome il pentagono e equivalente a cinque di
detti triangoli, esso sara equivalente al triangolo
grande, a strisce, sulla destra. La base del
triangolo grande e uguale al perimetro del
pentagono; 1’altezza all’apotema. Questa
equivalenza si osserva in tutti i poligoni
regolari, qualunque sia il numero dei loro lati.
a= perimetro - apotema
2

dare

POLIGONI CIRCOSCRITTI

La stessa formula si
applica anche ai poligoni
irregolari, purché
circoscritti ad una
circonferenza. Infatti il
poligono si puo scomporre in tanti triangoli con
la stessa altezza, uguale al raggio della
circonferenza, ossia all’apotema. Applicando,
all’inverso, la proprieta distributiva della
moltiplicazione:
A= a-r+b'r+c-r N
2 2 2 2 2
Ao (a+b+c+d+e)r _P-r
B 2 2
In questo caso le aree dei triangoli sono una
diversa dall’altra, eppure la formula é uguale a
quella del poligono regolare.

ROMBO E AQUILONE

Note le diagonali D e d, la formula e

A= DTd Sai spiegare perché?

FORMULA DI ERONE

Si puo calcolare 1’area di un triangolo
conoscendone solo i lati.
A=vp(p—a)(p-b)(p—c)
_a+b+c
2

= semiperimetro
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TEOREMA DI PITAGORA

Rettangoli e triangoli rettangoli hanno sempre
attratto le attenzioni di matematici ed architetti.
Sono interessanti sia in teoria che in pratica e
contengono proprieta sorprendenti. Inizialmente
furono osservate le caratteristiche di singoli
triangoli, come il seguente:

Abbiamo accostato tre quadrati per formare, al
centro, un triangolo rettangolo. Dal numero di
piastrelle puoi misurare le aree dei quadrati: 9,
16 e 25 piastrelle. L’area del quadrato maggiore
e la somma delle altre due. Non € un caso
fortuito: accade sempre cosi! Successivamente
Pitagora dimostro il famoso teorema: in ogni
triangolo rettangolo il quadrato
dell’ipotenusa é la somma dei quadrati dei
cateti. Tutto cio era gia noto ai babilonesi, che
pero non cercarono di dimostrarlo.

Nella figura i cateti misurano 3 e 4. L’ipotenusa
misura 5. Il teorema prevede che: 3% + 4* = 52,
Questo video e ancora piu chiaro:
https://www.youtube.com/watch?
v=tYhQjOPeGHk

Possiamo usare il teorema per calcolare un lato
qualsiasi di un triangolo rettangolo, se gia
conosciamo le lunghezze degli altri due. Il
calcolo prevede tre fasi:

1) Calcolare i quadrati dei lati noti.

3) Calcolare il quadrato del lato incognito.

4) Calcolare il lato dell’ultimo quadrato.

I seguenti problemi mostrano come mettere in
pratica il procedimento.

@ I cateti di un triangolo rettangolo misurano
4,5m e 7,2m. Calcolare la lunghezza
dell’ipotenusa.

1) Le aree dei quadrati sono:

4,5m - 4,5m = 20,25m*

7,2m - 7,2m = 51,84m?
2) Adesso applichiamo il teorema. Sommando le
due aree otteniamo 1’area del quadrato costruito
sull’ipotenusa.

20,25m* + 51,84m* = 72,09m*
3) Estraiamo la radice quadrata per calcolare il
lato dell’ultimo quadrato.

72,09m’= 8,49 m

Nella prima fase abbiamo applicato la formula
dell’area del quadrato. Nell’ultima fase abbiamo
applicato la sua formula inversa. Solo nella fase
intermedia, che contiene una semplice
addizione, abbiamo applicato il teorema di
Pitagora. La relazione fra i tre lati diventa
semplicissima solo quando saltiamo nella
seconda dimensione, quella dei quadrati.
Siccome, di solito, siamo interessati alle
lunghezze e non ai quadrati, siamo costretti ad
aggiungere due fasi: una per passare alla
seconda dimensione, un’altra per tornare
indietro.

@ L’ipotenusa misura 17cm. Un cateto misura

8cm. Quanto misura I’altro?

1) Quadrato dell’ipotenusa = 289cm?
Quadrato del cateto noto = 64cm?

2) Il quadrato di un cateto é la differenza fra

il quadrato dell’ipotenusa ed il quadrato

dell’altro cateto:  289cm” — 64cm? = 225cm?

3) Estraiamo la radice per ottenere la lunghezza

del cateto: 225cm’°=15cm

@ I cateti misurano 10m e 14m. Calcola
I’altezza relativa all’ipotenusa.

La formula per il calcolo dell’area di un

triangolo generico: A:T , 1lnvertita,

) 2-A ) , ,
diventa h= 5 Non conosciamo né A né b.

La base b corrisponde all’ipotenusa, che
possiamo calcolare col teorema di Pitagora.
Raggruppiamo le nostre tre fasi in un’unica
espressione b=4y 10°+14°=+/296=17,2 m
L’area la possiamo calcolare ricordando che
ogni cateto e |’altezza rispetto all’altro.
A=10m - 14m : 2 = 70m?
2-A_2-70 m’
b 172m

Infine h= =8,14m
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DIMOSTRAZIONE

Il teorema di Pitagora e stato dimostrato da
molti autori in maniere diverse. Un secolo fa ne
vennero contate 371. Quelle anteriori ad Euclide
sono andate perse. Fra le tante dimostrazioni, le
piu semplici si basano su due quadrati
concentrici. Osserva le seguenti animazioni:

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commo
ns/9/9e/Pythagoras-proof-anim.svg
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commo
ns/6/65/Pythag anim.gif
https://en.wikipedia.org/wiki/Pythagorean theor
em#/media/File:Pythagoras-2a.gif

Disegniamo quattro volte
il triangolo rettangolo
(bianco) in modo da
formare un grande
quadrato con gli otto
cateti ed un quadrato piu
piccolo (QJ) con le
ipotenuse.

Costruiamo un’altro
quadrato grande come il
primo e disegniamo al
suo interno il triangolo
rettangolo, sempre
ripetuto per quattro volte,
come mostrato a fianco.
Il lato del quadrato Q, e il
cateto maggiore del
triangolo, il lato del quadrato Q, il cateto
minore.

Dai quadrati grandi, congruenti, sottraiamo i
triangoli bianchi, anch’essi congruenti. Le
superfici che rimangono (quelle colorate) sono
necessariamente equivalenti.

Quindi il quadrato costruito sull’ipotenusa e
uguale alla somma dei quadrati costruiti sui
cateti.

Per rendere la dimostrazione rigorosa,
dobbiamo ancora dimostrare che Q., Q, e Q.
sono veramente dei quadrati, ossia che i loro
angoli sono retti. Sai farlo da solo?
Suggerimento: gli angoli acuti del triangolo
sono complementari...

Q,

TEOREMA INVERSO

Si puo dimostrare il teorema inverso: se, e solo
se, il quadrato di un lato di un triangolo é la
somma dei quadrati degli altri due lati, allora il
triangolo e rettangolo.

Immagina di partire da un triangolo rettangolo,
per il quale vale il teorema di Pitagora. Mantieni
costanti le lunghezze dei cateti, ma stringi di
pochissimo I’angolo da essi formato. 1l triangolo
non sara piu rettangolo, ma noi continueremo,
per comodita, a chiamare i lati con i nomi di
cateti e ipotenusa. Stringendo 1’angolo retto,
anche di pochissimo, ’ipotenusa si accorcia. Il
quadrato della nuova ipotenusa sara inferiore a
quello di prima, quindi inferiore alla somma dei
quadrati dei cateti.

Viceversa, se allarghi anche di pochissimo
I’angolo fra i cateti, si allunga I’ipotenusa ed il
suo quadrato sara maggiore della somma dei
quadrati di cateti.

Possiamo wusare queste conclusioni per
determinare, con le sole lunghezze dei lati, se un
triangolo e acutangolo, rettangolo o ottusangolo.
Se il quadrato del lato piu lungo e maggiore
della somma degli altri due quadrati il triangolo
e ottusangolo. Se invece il quadrato del lato piu
lungo € minore della somma degli altri due
quadrati allora il triangolo e acutangolo.

FORMULE SINTETICHE

I tre passaggi con cui abbiamo finora risolto i
nostri problemi possono essere inglobati in
un’unica espressione. Se c e I’ipotenusaed ae b
sono i cateti:
2+ b2

b
‘—a

[l
Q

Il
9]
N

S Q 0
[l
(9}
N
T‘
N

In figure molto regolari si puo applicare il
teorema di Pitagora ai simboli dei lati, anziché
ai loro valori numerici. Si ottengono delle nuove
formule che richiedono meno calcoli. Ne trovi
un paio all’inizio della prossima pagina.
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FORMULE DERIVATE

In un triangolo equilatero di lato 1
I’altezza h e il cateto di un
triangolo rettangolo in cui
I’ipotenusa e lunga 1 e I’altro cateto
1.

2 2 2
_ e (1) _ 2_1__\/31_\/§
h_\/l (2) _\/l 4\ 4 2 :

La diagonale del quadrato e

e d=VIF+F=421

CRITERIO DI CONGRUENZA

Come ormai ben sappiamo, se sono noti
I’ipotenusa ed un cateto, e possibile determinare
la lunghezza dell’altro cateto. Ne deriva
I’esistenza di un nuovo criterio di congruenza:
due triangoli rettangoli sono congruenti se sono
congruenti ipotenusa ed un cateto. Infatti il
teorema di Pitagora ci assicura che, in questo
caso, esiste una sola soluzione per I’altro cateto.
Pertanto tutti e tre i lati sono congruenti e, per il
3° criterio, lo sono anche i triangoli.

A pag. 16 abbiamo
affermato che i segmenti di
tangente che partono da un
punto esterno ad una
circonferenza sono
congruenti. Adesso
possiamo dimostrarlo. Gli angoli in B e in C
sono retti perché una tangente e perpendicolare
al raggio nel punto di tangenza. I due triangoli
rettangoli ABO e ACO hanno I’ipotenusa AO in
comune ed i cateti OB e OC congruenti (i raggi
di una circonferenza sono tutti congruenti).
Pertanto anche i cateti AB ed AC sono
congruenti fra di loro. Ma i cateti AB ed AC
sono i segmenti di tangente. Abbiamo cosi
dimostrato che i segmenti di tangente tracciati
da un punto esterno ad una circonferenza sono
congruenti.

TERNE PITAGORICHE

In casi particolari le lunghezze dei tre lati sono
esprimibili con numeri interi, a volte anche di
poche cifre. E una questione aritmetica, pitl che
geometrica. Esistono infinite terne di quadrati
di numeri naturali, tali che il maggiore sia la
somma dei minori.

32 + 42 — 52
57 +12*=13?
8> +15*=17?
77 +24* = 257

Si chiamano terne pitagoriche. Nel caso ancor
piu particolare in cui i tre numeri sono primi fra
loro si dicono terne pitagoriche primitive.
Quelle che abbiamo elencato sono tutte terne
primitive. Una terna non primitiva e quella
formata dai numeri 6, 8 e 10.

E facile creare terne pitagoriche usando uno dei
seguenti metodi. I tre numeri della terna,
chiamati, a, b e ¢, sono forniti dalle formule:

a=2-m-n
b = m? — n?
c=m’+n’

Al posto di m ed n sei libero di usare qualsiasi
numero intero, basta che siam > n ed n > 0. Se
m ed n sono primi fra di loro e se uno dei due é
pari, allora la terna sara primitiva. Ad ogni
diversa combinazione di m ed n corrispondera
una nuova terna.

Si puo anche costruire una terna partendo da un
cateto prefissato, chiamiamolo a. Se a e dispari
e maggiore di 1 le formule per gli altri due lati
sono:

- a’—1 - a+1
2 2
Se a e pari e maggiore di 2 le formule sono:
2 2
a
b=(=| -1 == +1
5 c

Nessuna terna contiene il numero 1 o il numero
2 ma, per ogni numero intero maggiore di 2, e
possibile costruire una terna che lo contenga.

In ogni terna primitiva:

- uno dei cateti € sempre pari mentre gli altri
due lati sono dispari;

- uno dei tre lati e divisibile per 3, un altro per 5;
- il prodotto dei tre numeri € sempre un multiplo
di 60.
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SIMILITUDINE

Immagina una stessa foto visualizzata sullo
schermo di un telefonino o su quello di un
computer. Oppure immagina una cartina
dell’Ttalia in un atlante e quella appesa in
un’aula scolastica. In entrambi i casi hai una
figura che si ripete con dimensioni diverse.
Quello che non cambia é la forma. Ma come
possiamo definire il concetto di forma, usando
le nozioni di geometria finora accumulate?
Due figure si dicono simili se:
1) Ad ogni punto della prima corrisponde uno
ed un solo punto della seconda e viceversa.
2) Misurata la distanza fra due punti della prima
e misurata la distanza fra i punti corrispondenti
della seconda, il rapporto fra le due distanze e
costante, qualsiasi siano i punti presi.
Due figure congruenti sono ovviamente simili.
Incominciamo con un t
esempio di figure non C
simili. Qui possiamo far
corrispondere A’ ad A, B’ a
B, ecc. D
I rapporti fra lati
corrispondenti sono tutti
uguali a 1,84. Ad esempio: A :
ATB' A
——=1,84

Pero i due rombi non sono simili, perché altre
distanze hanno rapporti diversi:
A'C' —> D '_B'
AC

I prossimi due rombi

sono veramente simili.

Il rapporto fra due

distanze corrispondenti p B'
prende il nome d1

rapporto

similitudine

Nell’ultimo caso vale

1,5. Per calcolare una distanza nella seconda
figura, si puo moltiplicare la distanza
corrispondente nella prima figura per il rapporto
di similitudine: AB’ =AB-1,5.
Consideriamo due figure F e F’, la prima con
lati a, b, c..., la seconda con lati a’, b’, c’... 1l
perimetro della seconda é:
PP=a’+b’+c’+...=a-k+b-k+c-k+...
Applichiamo la proprieta distributiva all’inverso

=1

=k-(@+b+c+...)=k-P
Il rapporto fra perimetri di figure simili é
uguale al rapporto di similitudine.

Ritorniamo all’ultima figura. Dalla proporzione
AC : AC =DB :D’B’ permutando i medi si
ricavaAC :DB =A’C’ :D’B’. In generale i
rapporti fra segmenti in una figura si
conservano nella figura simile.

Fai attenzione che questi rapporti non vanno
confusi col rapporto di similitudine. Questa
volta stiamo parlando di rapporti all’interno
della stessa figura come, ad esempio, il rapporto
fra base e altezza o fra lato e diagonale.

Se si ruotano due figure simili in modo che due
soli segmenti corrispondenti siano paralleli
accadra che tutti i segmenti corrispondenti
saranno paralleli fra loro. E un effetto del fatto
che tutte le distanze, in tutte le direzioni, sono
proporzionali. Un’altra conseguenza e che
figure simili hanno angoli congruenti.

Nota che la congruenza degli

angoli e una conseguenza, non

la causa della similitudine.

Osserva questi due pentagoni:

Ti sembra che abbiano la stessa

forma? No! Eppure gli angoli

sono tutti congruenti! Quindi

angoli congruenti non

determinano figure simili.

Il rapporto fra le aree é il quadrato del
rapporto di similitudine. Un esempio ben noto
e la relazione fra ettaro e metro quadro. Il lato di
un ettaro misura 100 m, quindi il rapporto di
similitudine col metro quadro e 100, ma un
ettaro equivale a 10.000 m?.
Prendiamo due rettangoli simili R e R’. Le loro
basi misurano rispettivamente b e b’, le loro
altezze h e h’, le loro aree A e A’.
Se k e il rapporto di similitudine, possiamo
calcolare b’, h’ e A’ a partire da b e h.
b’=b-k h’=h-k

A=b-h"=b-k-h-k=b-h-k-k
Ma b-h=A, pertanto A’ = A - kK%
Questo non accade solo col rettangolo, ma con
qualsiasi figura. Infatti, in tutte le formule che
abbiamo incontrato per il calcolo delle aree,
appaiono una base ed una altezza.
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CRITERI DI SIMILITUDINE

Se una figura A é simile ad una figura B e
questa figura B e simile ad un’altra figura C,
allora A e C sono simili fra di loro. Infatti A e C
avranno angoli congruenti e un rapporto di
similitudine che e il prodotto dei rapporti delle
prime due similitudini. Ad es., se le lunghezze
di B sono il doppio di quelle di A e le lunghezze
di C il triplo di quelle di B, allora le lunghezze
di C saranno sei volte quelle di A. Per brevita,
basta dire chela similitudine gode della
proprieta transitiva.

Se ci viene dato un triangolo e ci viene chiesto
di riprodurne uno simile con un rapporto di
similitudine X, almeno in teoria saremo in grado
di farlo, qualsiasi sia il valore di X. Basta
moltiplicare per X le lunghezze dei lati di
partenza. In altri casi non e detto che, dati tre
numeri a caso, si possa costruire un triangolo
(ad es. non e possibile costruirne uno con lati di
1, 2 e 5m). Ma nel nostro caso partiamo da un
triangolo in cui i rapporti fra i lati sono gia
corretti, e sappiamo che la similitudine non
altera i rapporti fra le lunghezze.

Nella pagina precedente abbiamo visto due
rombi con i lati proporzionali che non erano
simili. Questo succede perché un poligono con
piu di tre lati e flessibile. Ma un triangolo €
rigido e questo cambia tutto: se i lati sono
proporzionali, due triangoli sono sempre simili.
Immagina infatti di partire da un triangolo,
moltiplicarne ogni lato per un fattore costante e
poi riarrangiare i nuovi lati. Tutti i triangoli che
costruirai saranno congruenti fra di loro (per il
3° criterio di congruenza). Prima abbiamo detto
che e sempre possibile costruire il triangolo
simile, quindi questi nuovi triangoli non
possono non essere simili al triangolo di
partenza.

Succede lo stesso anche quando due triangoli
hanno gli stessi angoli? Nella pagina precedente
abbiamo visto due pentagoni dissimili, ma con
angoli tutti congruenti. Cosa succede quando
due triangoli hanno tutti gli angoli congruenti?

A D EiA B'
ik U i

Immagina di avere due triangoli, T e U, di cui
sai che gli angoli sono congruenti ma i lati non
lo sono. Se ad ogni angolo del primo
corrisponde un angolo del secondo, e possibile
far corrispondere anche i vertici e quindi anche i
lati. Prendiamo due lati corrispondenti e
calcoliamone il rapporto. Chiamiamo k questo
rapporto. Adesso costruiamo il triangolo simile
a T, chiamiamolo T’, con questo rapporto di
similitudine. T’ ed U hanno un lato congruente e
tutti gli angoli pure. Per il 2° criterio di
congruenza T” ed U sono congruenti. Quindi U
e simile a T.

Possiamo riassumere le nostre osservazioni con
tre criteri di similitudine. Essi ci permettono di
stabilire se due triangoli sono simili senza
confrontare tutti i lati e tutti gli angoli, ma
confrontando solo due o tre elementi su sei.

1) Due triangoli sono simili se hanno due
angoli congruenti. Siccome il terzo angolo e
quello che manca per arrivare a 180°, anche il
terzo angolo deve essere congruente. E come
quando vai a fare la spesa e paghi con €180. Il
resto che calcoli tu é uguale a quello che calcola
il negoziante, a meno di errori. Se non fosse cosi
non sarebbe piu possibile pagare in contanti!
Quando confronti due triangoli rettangoli, basta
scoprire che un angolo acuto sia congruente per
concludere che i due triangoli sono simili.

2) Due triangoli sono simili se hanno due lati
proporzionali e gli angoli compresi sono
congruenti. Possiamo usare la figura in cima e
lo stesso modo di ragionare. Calcoliamo il
rapporto di similitudine k fra i lati di T ed U,
costruiamo il triangolo T’ simile a T avente
rapporto di similitudine k, quindi usiamo il 1°
criterio di congruenza. Siccome U é congruente
conT’, U esimileaT.

3) Due triangoli sono simili se hanno i lati
proporzionali.
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TEOREMA DI TALETE

Talete di Mileto, vissuto fra il 640 e il 547 a.C.,
fu uno dei piu celebri saggi dell’antica Grecia.
Egli scopri un importante teorema che si
riferisce ad un insieme di rette parallele (detto
fascio), tagliate da due trasversali ed ai
segmenti che le parallele tagliano sulle
trasversali. Talete disse che i segmenti tagliati su
una trasversale sono proporzionali a quelli
tagliati sull’altra.

AB:A'B’=BC:B’C’=CD:C’D’=DE : D’FE’
=AC:AC=AD:AD’=AE:AF’
=BD:B’'D’=CE:CE’ =f
Dimostriamolo. Chiamato O il punto di incontro
delle trasversali, consideriamo i triangoli OAA’,
OBB’, OCC’, ecc. L’angolo in O e comune a
tutti i triangoli. Gli angoli in A, B, C, ecc. sono
angoli corrispondenti formati da parallele
tagliate da una trasversale. Per il 1° criterio di
similitudine i triangoli sono tutti simili. Allora il
rapporto fra i due lati obliqui e sempre lo stesso
in tutti i triangoli.
OA:O0O’A’=0B:0’B’=0C:0C=f1
Prendiamo un segmento a caso, come CD.
Siccome lo abbiamo preso a caso, se
dimostriamo che CD C’D’ = f, la
dimostrazione vale anche per tutti gli altri. I
triangoli OCC’ e ODD’ sono simili, quindi vale
la proporzione OD oCc = OD’ ocC’.
Applichiamo la proprieta dello scomporre.
(OD-0C): 0C=(0D’-0C’): 0C’
Calcoliamo le differenze. Ad es. OD—OC = CD.

Ch:0C=cCD’:0C’
Permutiamo i medi

CDh:C’D’=0C:0cC’
OC ed OC’ sono i due lati obliqui di un
triangolo. Abbiamo detto che il loro rapporto e
f. Pertanto anche DC : D’C’ =f.

UN ANEDDOTO

Lo storico Plutarco narra che, quando Talete
visito 1’Egitto, il faraone Amasis volle mettere
alla prova le sue capacita matematiche e gli
chiese di misurare 1’altezza della piramide piu
alta, quella di Cheope. Nessuno era mai riuscito
nell’impresa.

Talete pianto un bastone perfettamente verticale
nella vicinanze della piramide e misuro il
bastone e la lunghezza delle ombre, sia quella
della piramide che quella del bastone. La linea
immaginaria FE che andava dalla punta del
bastone alla punta della sua ombra, assieme
all’ombra ed al bastone, formava un triangolo
rettangolo. Nella nostra figura 1’abbiamo
chiamato DEF.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
é

F
s
A B D E

Siccome i raggi del sole cadevano con la stessa
inclinazione, questo triangolo era simile al
triangolo ABC, formato dall’altezza della
piramide e 1’altezza della sua ombra. AB é la
somma della lunghezza dell’ombra della
piramide e della meta della larghezza della
piramide (nella direzione dell’ombra).
I rapporti fra cateti formano la proporzione

AC:AB=DF:DE

AB-DF
DE

Con questa formula Talete risolse il problema
postogli dal faraone.

la cui soluzioneeé AC=

Ti abbiamo presentato prima Euclide, poi
Pitagora, infine Talete. In realta questi grandi
geni sono nati nell’ordine inverso. Anche se non
conosciamo le date esatte, Pitagora nacque
quando Talete era gia anziano. Euclide nacque
pit di due secoli dopo Pitagora.
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PRIMO TEOREMA DI EUCLIDE

In ogni triangolo rettangolo 1’altezza relativa
all’ipotenusa (AH) forma due triangoli piu
piccoli. Siccome 1’altezza e perpendicolare
all’ipotenusa, i due triangolini sono rettangoli.

A

I
I
I
I
I
I
I
I
I

é

Il triangolino di sinistra (ABH) ha I’angolo

B in comune col triangolo grande (ABC).
Pertanto i due triangoli sono simili. Il
triangolino di destra (ACH) ha I’angolo C in
comune col triangolo grande. Pertanto anche il
triangolino di destra e simile a quello grande.
Per la proprieta transitiva i triangolini sono
simili anche fra di loro.
Se due triangoli rettangoli sono simili possiamo
scrivere la proporzione
cateto min. : ipotenusa = Cateto min. : Ipotenusa
dove indichiamo con nomi minuscoli i lati del
triangolo minore e con nomi maiuscoli i lati del
triangolo maggiore. Se ci riferiamo ai triangoli
ABH e ABC la prima proporzione diventa:

BH :AB=AB:BC
Se invece ci riferiamo ai triangoli ACH ed ABC
CH:AC=AC:BC

Queste proporzioni sono uno dei modi di
enunciare il primo teorema di Euclide: in un
triangolo rettangolo ogni cateto é medio
proporzionale fra I’ipotenusa e la propria
proiezione sull’ipotenusa.
Per la proprieta fondamentale delle proporzioni
il prodotto dei medi e uguale a quello degli
estremi. Nelle proporzioni che abbiamo appena
scritto il prodotto dei medi e uguale all’area di
un quadrato che ha per lato un cateto. Il
prodotto degli estremi e uguale a un rettangolo
che ha per lati I’ipotenusa e la proiezione del
cateto sull’ipotenusa. E pertanto possibile
enunciare il teorema nella seguente forma
alternativa: il quadrato di un cateto equivale
al rettangolo che ha per lati ’ipotenusa e la
proiezione del cateto sull’ipotenusa.

Ogni quadrato
della figura é
equivalente al
rettangolo dello
stesso colore.

SECONDO TEOREMA DI EUCLIDE

Se confrontiamo fra di loro i due triangolini
ABH e ACH, la proporzione
cateto min. : cat. magg. = Cat. min. : Cat. Magg
diventa:

BH: AH=AH:CH
Uno dei modi di enunciare il secondo teorema
di Euclide e:in un triangolo rettangolo
I’altezza relativa all’ipotenusa €& medio
proporzionale fra le proiezioni dei cateti
sull’ipotenusa.

sl

Nell’ultima proporzione il prodotto dei medi €
AH?. 11 prodotto degli estremi ¢ BH - CH. Il
secondo teorema di Euclide si puo enunciare
anche cosl: il quadrato dell’altezza relativa
all’ipotenusa equivale ad un rettangolo che
ha come lati le proiezioni dei cateti
sull’ipotenusa.
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TRASFORMAZIONI

A volte due figure hanno tanti di quegli aspetti
in comune che possiamo immaginarle ognuna
come una lieve modifica dell’altra. Durante la
trasformazione ogni punto di una figura diventa
un punto dell’altra.

Per dare un senso compiuto a questa idea:

- classificheremo i tipi pit semplici di
trasformazione;

- chiariamo quali a quanti dati sono necessari
per specificare una trasformazione;

- distinguiamo cio che cambia nella figura e cio
che non cambia.

- individuiamo la trasformazione inversa.

Le trasformazioni piu semplici sono quelle in
cui la figura trasformata € congruente con quella
di partenza. Trasformazioni di questo tipo si
chiamano isometrie che etimologicamente
significa “misure uguali”.

TRASLAZIONE

In questa isometria
ogni punto si sposta
della stessa distanza.
Un segmento
A B'trasformato é
parallelo a quello di
partenza. Per
specificare una
traslazione occorre
indicare sia la
A B distanza dello
spostamento che la
sua direzione nello spazio. Si potrebbero usare
tre numeri: uno che misura lo spostamento verso
nord (o verso sud se il numero e negativo); un
altro numero che misura lo spostamento verso
est (0 ovest se negativo); un terzo numero che
misura lo spostamento verso ’alto (o verso il
basso se negativo). E pit facile da capire un
vettore, cioé un segmento con la punta a freccia
che racchiude tutte le informazioni. Nella figura
abbiamo disegnato un vettore da A ad A’. Non
ha importanza il punto in cui viene applicato il
vettore, le uniche cose che contano sono la sua
lunghezza, la direzione ed il verso della freccia.

D' C

ROTAZIONE

La rotazione e
una isometriain - _.
cui lo
spostamento non
e lo stesso per
tutti i punti, ma e
proporzionale
alla distanza del
punto da una
retta, detta asse di rotazione.
La distanza di ogni punto dall’asse di rotazione
e una delle cose che non cambiano durante la
rotazione. La figura trasformata € congruente e
non € mai ribaltata: il verso di rotazione per
andare da A’ a B’ e poi a C’ e lo stesso che serve
per andaredaAaBaC.
La rotazione avviene in un piano perpendicolare
all’asse di rotazione. Quando si raffigura il
piano della rotazione, come nel nostro caso,
dell’asse si vede un solo punto (il punto O), che
prende il nome di centro di rotazione.
Gli archi di centro O sopra raffigurati sono
diversi per quanto riguarda il raggio ma hanno
lo stesso angolo al centro. Essi descrivono lo
spostamento dei vertici di un triangolo durante
la rotazione attorno al centro O.
Per descrivere una rotazione occorre specificare:
I’asse o il centro, il verso (che puo essere orario
o antiorario) e I’angolo.
La figura mostra che il triangolo A’B’C’ e stato
ottenuto da ABC mediante una rotazione di 57°
in senso orario. Si sarebbe potuto ottenere lo
stesso risultato con una rotazione di 303° in
senso antiorario (303 = 360-57). A volte si
prende la convenzione di effettuare tutte le
rotazioni in senso antiorario. Lo si fa quando il
risultato finale e pit importante del meccanismo
con cui e stato ottenuto. Con tale convenzione,
basta indicare asse di rotazione ed angolo.
Una rotazione oraria
di 180° ha gli stessi
effetti di una
antioraria di 180°.
Il centro O e il punto
medio dei segmenti
AA’, BB’, CC’ e DD’
N e di tutti i segmenti
«D'di questo genere.
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SIMMETRIA CENTRALE

In un piano due punti A e A’ si dicono
simmetrici rispetto a un centro O quando O e il
punto medio del segmento AA’. Una simmetria
centrale € una isometria che trasforma ogni
punto del piano nel suo simmetrico rispetto ad
un punto O detto centro di simmetria.

Una simmetria centrale equivale ad una
rotazione di 180° attorno al centro O.

SIMMETRIA ASSIALE

In un piano, due punti A e A’ si dicono
simmetrici rispetto a una retta r quando r e
I’asse del segmento AA’. Una simmetria assiale
e una isometria che trasforma ogni punto del
piano nel suo simmetrico rispetto ad una retta r
detta asse di simmetria.

i

Una simmetria assiale equivale ad una rotazione
di 180° attorno alla retta r.

Fai attenzione: se tu ruoti le due figure qua
sopra attorno alla retta r, esse escono fuori dal
piano del disegno. Solo quando I’angolo di
rotazione ¢ un multiplo di 180° le due figure
tornano nel piano da cui sono partite. Mentre
una rotazione di 360° rimette ogni cosa al suo
posto, una simmetria assiale non soltanto
scambia la destra con la sinistra, ma ribalta le
figure. Ad. es., la lettera q diventa una p. Si dice
che diventa la propria immagine speculare
perché e quella che si vede in uno specchio.

COMPOSIZIONE DI ISOMETRIE

Presa una figura, possiamo sottoporla a due
trasformazioni successive. La combinazione
delle due trasformazioni puo essere considerata
a tutti gli effetti come un’unica trasformazione,
come quando combini due colori e ne ottieni
uno solo. La combinazione € dunque una
operazione che ha come operandi non dei
numeri ma delle trasformazioni. Consideriamo
le combinazioni di isometrie. Siccome le figure

rimangono congruenti, una combinazione di
isometrie e un’altra isometria.

i~ La traslazione t
, P\ trasforma il punto P in
P’. Una seconda

//S/ P”traslazione r trasforma

-P P’ in P”. Potremmo
andare direttamente da
P in P” con una traslazione s. Nota come il
I’origine del vettore s coincida con quella del
vettore t e la punta del vettore s con la punta del
vettore r. La combinazione di due traslazioni e
una nuova traslazione ed il wvettore che la
descrive si ottlene concatenando i due vettori.
Applichiamo due

e I
R i >c simmetrie assiali al
Goa: ATILEAY . .
= i triangolo ABC, prima
A 1 .
4N ot attorno alla retta r, poi
I

N alla retta s. Alla fine
q-? otteniamo il triangolo
A”B”C”. Potremmo eseguire la stessa
trasformazione con una rotazione attorno al
centro O, il punto di intersezione di r ed s.
L’angolo di rotazione é il doppio dell’angolo fra
i due assi di simmetria.
Cosa accade se le rette r ed s non si incontrano?
el ®  La composizione
i i di due simmetrie
c : c : c" assiali, se gli assi
Al i A'sono paralleli,
equivale ad una traslazione perpendicolare agli
assi e lunga il doppio della distanza fra gli assi.
Il verso e quello che vadarads.
La composizione di due rotazioni, se sono
attorno allo stesso asse e con lo stesso verso, e
una rotazione di un angolo che é la somma delle
singole rotazioni. La composizione di una
simmetria assiale
ed una rotazione
€ una simmetria
assiale. Il nuovo B
asse passa per il A
centro di
rotazione e,
rispetto al
vecchio, e
ruotato di un angolo che e la meta di quello
della rotazione. Come in tutte le simmetrie
assiali, il verso per andare da A” a B” e poi in
C” e invertito rispetto al triangolo ABC.

G corm posto

|
|
|
I
i
Oy
58 |
|
|
e
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FIGURE SIMMETRICHE

La parola simmetria non indica solo una
isometria. Molto piu spesso indica la capacita di
una figura di ritornare su se stessa se gli si
applica una trasformazione di simmetria.

Un rettangolo contiene due D C
assi di simmetria, paralleli ai
lati, che passano per il centro. |
L’asse verticale trasforma A A | B
inB,BinA,CinD eDin T
C. L’asse orizzontale trasforma A in D, B in C,
C in B e D in A. Una figura che contiene
almeno un asse o un centro di simmetria si dice
simmetrica. La simmetria interna trasforma ogni
punto della figura in un altro punto della figura
0 in se stesso.
Nei rombi ogni
diagonale e un
asse di
simmetria. Il
quadrato possiede quattro assi, due ereditati dai
rettangoli e due dai rombi, ed un centro di
simmetria. Un poligono contiene un numero di
assi di simmetria uguale al numero di lati. Se il
numero di lati e pari, il punto di incontro degli
assi e un centro di simmetria.

OMOTETIA

Passiamo ora ad una trasformazione che non é
una isometria, perché la figura trasformata non e
congruente ma solo simile a quella di partenza.
Occorre definire un punto O, chiamato centro di
omotetia ed un numero k, chiamato rapporto di
omotetia. Per ogni punto P da trasformare si
manda una semiretta a partire da O. Sulla
semiretta si individua il punto trasformato P’ in
modo che OP’ =k - OP. D'
Nel caso qua a fianco k
= 3. La figura
trasformata e simile a
quella di partenza, con
un rapporto di
similitudine = k.

Il rapporto di omotetia
prevede che le rette che
passano fra due punti
corrispondenti (per

esempio A e A’ oppure B e B’) si incontrino tutte
nel punto O. Questa condizione non era prevista
per la similitudine. Ecco perché tutte le figure
omotetiche sono anche simili, ma non tutte le
figure simili sono omotetiche.

D Qua il rapporto di

.o 1
omotetia e E La

figura trasformata e piu
vicina al centro O di
quanto non sia la figura
C di partenza.
Quando il rapporto di
omotetia € maggiore di
1, la figura trasformata e
un ingrandimento di
quella di partenza.
Quando il rapporto € minore di 1, la figura
trasformata e una riduzione. Quando il rapporto
e 1 la figura trasformata coincide con quella di
partenza.
Il rapporto puo Z[\(b'
anche essere s
negativo. In tal o
caso il centro di omotetia si trova fra le due
figure e la figura trasformata appare capovolta
ma non e ribaltata, € solo ruotata. Infatti una
omotetia con rapporto -1 equivale ad una
simmetria centrale attorno al punto O. La figura
qua sopra mostra una omotetia con rapporto -2.
La composizione di una omotetia con una
isometria, o viceversa, produce una figura
simile. Potremmo sostituire la nostra precedente
definizione di similitudine con la seguente: due
figure sono simili se una puo essere generata
dall’altra con una omotetia seguita da una
isometria.
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STATISTICA

Alle domande: “Quanto piove in un anno?”,
“Quanto dura una lampadina?”, “Quante
assenze fa un alunno in un quadrimestre?” ¢
lecito rispondere: “Dipende (dall’anno, dalla
lampadina, dall’alunno)”. La Statistica puo dare
qualche risposta in piu. La Statistica e una
branca della Matematica applicata che descrive
fenomeni per i quali sono state raccolte un gran
numero di osservazioni. Esaminiamo un caso in
particolare: quelle delle assenze. Partiamo dai
dati grezzi, cioé una tabella delle assenze alunno
per alunno, in ordine alfabetico:

Giulia Amato 4

Marco Balducci

Vincenzo Delvecchio 2

Siccome non ci interessano i nomi, costruiamo
un’altra tabella che ci dice quanti alunni hanno
fatto zero assenze, quanti ne hanno fatta una,
quanti due, ecc. D’ora in poi useremo solo la
seguente tabella:

assenze alunni %
1 2 8
2 6 24
4 5 20
7 5 20
9 3 12
10 2 8
13 1 4
18 1 4
Totale = 147 | Totale =25 | Totale = 100

Nel linguaggio statistico, ogni alunno
rappresenta un’osservazione del fenomeno.

I numeri della colonna centrale si chiamano
frequenze assolute, ossia il numero di
osservazioni che hanno dato lo stesso risultato. I
numeri della colonna di destra sono le
frequenze relative, che si ottengono da quelle
assolute dividendole per il numero totale di
osservazioni. Per ottenere il totale delle assenze,
ogni numero della prima colonna e stato
moltiplicato per il numero alla sua destra. La

somma di tutti i prodotti da il totale delle
assenze. Sei d’accordo? Ripeti da solo il calcolo
per essere sicuro di aver compreso. Al giorno
d’oggi questi calcoli si effettuano al computer,
con un foglio di calcolo o un programma
apposito per la statistica. I programmi non
soltanto eseguono i calcoli ma creano anche
delle rappresentazioni grafiche, come
istogrammi, aerogrammi, diagrammi cartesiani,
ecc.

Il numero di assenze per ogni alunno e
distribuito in un intervallo di valori che vanno
da 1 a 18. Questo intervallo prende il nome di
campo di variazione. Piuttosto che riportare il
valore centrale del campo, in statistica
riportiamo tre indici (media, mediana e moda)
ognuno dei quali da un’idea della distribuzione
dei valori. Se li prendiamo tutti e tre assieme
otteniamo una visione piu ricca di informazioni.
L a media si calcola dividendo tutte le assenze
(147) per il numero degli alunni (25). La nostra
media e quindi 5,88. Se ogni alunno avesse fatto
5,88 assenze il totale sarebbe stato lo stesso.
Come spesso capita, nessun alunno ha fatto
esattamente 5,88 assenze, né potrebbe mai farle.
O ne fa 5 oppure 6...

L ameoda e il risultato che si e presentato piu
spesso. Nel nostro caso la moda e 2. Questo
numero di assenze si € ripetuto per sei volte,
ossia per sei alunni.

L a mediana é calcolata in modo tale che la
meta delle volte si osserva un valore inferiore e
la meta delle volte un valore superiore. Si
procede cosi. Dividiamo per due il totale delle
osservazioni: 25:2=12,5. A partire dall’alto della
seconda colonna si sommano i valori fino ad
arrivare a 12,5. 2+6=8. Non basta. 2+6+5=13.
Siamo arrivati. Il tredicesimo alunno nella
classifica dei piu presenti ha totalizzato 4
assenze. La mediana e 4.

Nel nostro caso il rilevamento dei dati era
totale, ossia disponevamo di tutti i dati di tutti
gli alunni della stessa classe. A volte la
popolazione statistica e tanto vasta che
mancano i soldi ed il tempo per un rilevamento
totale. Si procede allora all’estrazione di un
campione con un sorteggio oculato che faccia
in modo che ogni percentuale del campione
(sesso, religione, ceto sociale, ecc.) sia il piu
vicino possibile a quella della popolazione.
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PROBABILITA

Un evento e aleatorio se dipende dal caso. La
probabilita che esso si verifichi € un numero
compreso fra 0 ed 1. Se la probabilita ¢ zero
I’evento non si verifichera mai. Se € 1 1’evento
si verifichera certamente. Indichiamo con la
lettera E un evento e con p(E) la sua probabilita.
La probabilita classica e data dalla formula
(E)= casi favorevoli
casi possibili
Se lanciamo un dado, i casi possibili sono 6; la
probabilita che esca un numero minore di 5 e
4/6.
Due eventi si dicono compatibili se il
verificarsi dell’'uno non esclude il verificarsi
dell’altro. Sono compatibili 1’uscita di un
numero minore di 5 e I’uscita di un numero pari.
Si dicono incompatibili se il verificarsi
dell’uno esclude il verificarsi dell’altro. Sono
incompatibili 1’uscita di un numero minore di 5
e 'uscita del 6. Si dicono complementari se
sono incompatibili e se uno dei due si verifica
sicuramente. Sono complementari ’uscita di un
numero pari e I’uscita di un numero dispari.
La probabilita totale di due eventi e la
probabilita che almeno uno dei due si verifichi.
La probabilita totale di E ed F si indica con
p(EUF)
Se E ed F sono complementari:
p(EUF)=1
Se sono incompatibili:
p(EUF)=p(E)+p (F)

Se sono compatibili:

p(EUF)=p(E)+p(F)-p(ENF)
La probabilita che esca un numero pari minore
di 5 (ossia il 2 o il 4) e 2/6. p(n pari)=3/6.
p(n<5)=4/6. La probabilita che esca un numero
minore di 5 0 un numero pari e:

4/6 + 3/6 — 2/6 = 5/6

Due eventi si dicono indipendenti se il
verificarsi dell’uno non modifica la probabilita
che si verifichi I’altro. L’evento composto é il
verificarsi di entrambi gli eventi. Se D e il
composto dei due eventi indipendenti E ed F
p(D) = p(E) - p(F)

Lanciamo due dadi. La probabilita che esca 6 su
un dado non dipende dal numero uscito
sull’altro. p(E)=p(F)=1/6. La probabilita che
escano due 6 e p(D) = 1/36.

Estraiamo due numeri della tombola. La
probabilita che il primo sia pari e 1/2. La
probabilita che il secondo sia pari varia: sara
45/89 se il primo era dispari, 44/89 se il primo
era pari. La probabilita dell’evento F dopo che
si e verificato I’evento E si chiama probabilita
condizionata e si indica con p(F|E). Se D e il
composto dei due eventi E ed F
p(D) = p(E) - p(FIE)

La probabilita che escano due numeri pari e

144_22

2 89 89
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